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Vorrede. 

Die vorliegende Schrift entstand aus der Absicht, für die 
Aufgaben des geometrischen Zeichnens über die Bestimmung 
der Kreise durch Bedingungen der Berührung und des Schnittes 
unter vorgeschriebenen Winkeln mit gegebenen Kreisen und 
geraden Linien vollständige und möglichst einfache Conatrue- 
tionen zu entwickeln und zu begründen, ohne andere als ele- 
mentare Hülfsmittel vorauszusetzen. Dazu führt die einfache 
Anschauung, dass jeder Kreis in der Zeichnungsebene der 
Bildkreis eines Punktes im Räume ist, so wie der Distanz- 
kreis in der Oentralprojection derjenige des Projectionscentrums, 
und ihre darstellend geometrische Untersuchung nach der 
Methode der Oentralprojection; jene lässt die einfach unend- 
lichen und zweifach unendlichen Systeme von Kreisen, die 
man Böschel und Netze nennt, in die An sehauungs formen 
der zur Zeichmiugs ebene ortbogonalsym metrischen gleich- 
seitigen Hyperbeln und gleichseitigen Botationshyperboloide 
bringen und fügt hinzu, dass die zweifach unendlichen Systeme 
der Kreise, die einen gegebenen Kreis unter vorgeschriebenem 
Winkel schneiden, dieselben Hyperboloide reprasentiren, wenn 
die Z ei ehnungs ebene statt in die Hauptebene der Fläche in 
irgend eine Parallellireisebene derselben fällt; sie lässt auch 
die lineai-en Reihen und die planaren Systeme, d. i. die Kreise 
mit gemeinsamer Ähnlichkeitsaxe, als Specialfälle von jenen 
erkennen und führt zur Abbildung durch i-eciproke Radien 
in der Ebene und im Räume. Die Methode der Oentral- 
projection liefert die Lehren von der centrisehen Oollineation 
und der Involution in d«r Ebene und im Räume und ent- 
wickelt in der graphischen Behandlung jener Anschauungs- 
formen die Eigenschaften der Systeme von Kreisen mul die 
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gewünschten einfachen und direeteti Construetionen für alle 
Prol>leHie über dieselben. Die Erweiterung der gewonnenen 
Ergebnisse auf die Kugeln und ihre Systeme und auf die 
Lösung aller Probleme bezüglich derselben ergiebt sieh da- 
bei mit Nothwendigkeit, ohne die Einföhrung neuer Ilülfs- 
mittel zu fordern, ebenso wie die entsprechenden Lehren und 
Construetionen der Sphärik. Eine Theorie der Kegelschnitte 
und der Rotationsflächen zweiten Gradea entspringt aus den 
gefundenenEntwickelungen, während alle Construetionen Lineal- 
und Zirkelconstriictionen sind. In der Verbindung der elemen- 
taren Anschauungen vom Kreise und der gleichseitigen Hyperbel 
zeigt diese geometrische Entwickelung die natürliche Parallele 
zu der in der neueren Analyais mehr markirten Gleichbedeutung 
der cyklischeu und hyperbolischen Functionen. 

Ich gebe für die plani metrischen Hauptprobleme voll- 
ständig durchgeführte Construetionen und begleite alle fun- 
damentalen Entwickelui^en mit den nöthigen Figuren, zur 
Aneignung der Hauptanschauungsformen des Gebietes; ich 
hoffe aber, dass auf Grund dieser Vorbereitung die Behand- 
lung der Probleme über die Kugeln, und derjenigen der Sphärik 
ohne Figuren keine Schwierigkeit bilden wird. 

Die vorgelegte Methode und ihre hauptsächlichsten Er- 
gebnisse sind seit sehr langer Zeit in meinem Besitz — die 
Methode steht mit den leitenden Gedanken meiner ganzen 
Lehrthätigkeit im engsten Zusammenhange, mit der Einfüh- 
rung des Distanzkreises und der Transformation des Centrums 
in die Central projection in meiner Dissertation (1860) war 
die Ginindidee und ihre Behandlungsform gegeben; aber ich 
glaubte, sowie offenbar zahlreiche Ergebnisse, so sei auch 
die Methode selbst J, Steiner bekannt gewesen und von ihm 
ausgearbeitet worden; zu ihrer Veröffentlichung meinerseits 
konnte mich daher erst die Gewissheit veranlassen, dass im 
Naehlass des grossen Geometers nichts davon vorhanden ist, 
wie dies nun mit dem Erscheinen des ersten Bandes der Aus- 
gabe seiner gesammelten Werke durch die k. Akademie der 
Wissenschaften in Berlin für Jederm^n constatirt ward. Die 
Geometrie der Kreise und Kugeln ist seit ihrer Epoche machen- 
den Förderung durch ihn bis zur Gegenwart mit allen Mitteln 
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Voti'ede. V 

der synfcheti seilen und analytischen Geometrie weiter unter- 
sncht worden, der darstellenden Geometrio fiel nur die scliliess- 
liclie DurcHührung der durch andere Methoden begründeten 
Constructionen zu; ich hoffe derselben mit diesem Schrift- 
chen ihren natürlichen Plata unter den Entd eck ungsmeth öden 
in diesem Gebiete zu siehern, indem ich zeige, dass sie zu 
allen schon erlangten Hauptreaultaten führt und noch manches 
Neue hinzuzufügen vermag. Einer Theorie der Invarianten 
und Oovarianten der quadratischen Kugelsysteme wird durch 
sie gerufen. 

Der elementaren Absicht der Schrift gemäss ist auf 
andere, ich will sagen nichi-perapectivische Abbildungarela- 
tionen zwischen den Kreisen der Ebene und den Punltton des 
Raumes, wie solche neuestens mehrfach ausgezeichnete Ver- 
wendung gefunden haben, nicht eingegangen worden. Vor- 
ausgesetzt habe ich nicht mehr als die Elemente der Geo- 
metrie mit Inbegriff der Lehre vonPol und Polare beim Kreise; 
ich wünsehte deutlich zu sein, ich beabsichtigte nicht, zu 
erschöpfen; die Zahl der nicht behandelten Aufgaben, die 
mit den gleichen einfachen Mitteln ohne Schwierigkeiten und 
Kunstgriffe gelöst werden können, ist sehr gross; ihre Be- 
handlung wird dem Leser die Methode zu selbständiger An- 
eignung bringen. Die Tragweite derselben ist aber auch 
mit dem Inhalte dieser Schrift bei weitem nicht erschöpft; 
es solltep nur ihre Anwendungen in dem bezeichneten ele- 
mentaren Gebiete gegeben werden. Denselben besonders nahe 
liegt die Untersuchung der Durehdringungseurven von Kegeln 
zweiten Grades, etc, im Allgemeinen. Möge meine Arbeit 
dazu beitragen, diesen wichtigen und interessanten Theil der 
Geometrie, der im Unterricht und in der elementaren Literatur 
immerhin etwas stiefmütterlich behandelt ist, allgemeiner zu- 
gänglich zu machen! 

Ich habe alle literarischen Parallelen und Verweisungen 
im Texte unterdrückt und kann sie natürlich hier nicht nach- 
holen — sie können auch die elementare anschauliche Ent- 
wickelung nicht fördern, welche ich gegeben habe. Weil aber 
dem Leser der nahe Bezug zwischen dem Inhalt meines Buches 
und Steiner'achen Resultaten — sowohl veröffentlichten als 
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VI Vorrede. 

nur angekündigten und in einem Werke über die Kreise und 
Kugeln 1826 in Aussicht gestellten (siehe „Crelle's Journal" 
Bd. 1, S. 164 oder „Werke" Bd. 1, S. 21 und später S. 235) 
— nicht entgehen kann und weil ich selbst seit so langer 
Zeit mit der Herausgabe dieses Werkchens in der Meinung 
gezögert habe, dass dieselbe durch das endliche Hervortreten 
des langersehnten Steiner'schen überflüssig werden würde, so 
will ich hier an der als Schlussbeiapiel gewählten Figur des 
Feuerhach'sehen Satzes (Text S. 352 f. u. Tafel XVI) die Be- 
züge zn Steincr'achen Veröffentlichungen erläutern, welche 
ich sah, und die mich da wie bei anderem Neuen, das ich 
auf diesem Gebiete fand, mit der Veröffentlichung meiner 
Resultate zurückhalten Hessen. 

In der Abhandlung „Developpement d'uiie serie de theo- 
remes relatifs aux sections coniques" im 19. Bd. von 6er- 
gonne's „Annales" S. 37 f. („Werke" Bd. 1, S. 195) giebt 
Steiner die im Art. 179 des Textes aitwickelten Beziehungen 
des Feuerbach' sehen Kreises zu den Höhen und dem Höhen- 
schnitt des Dreiecks, zum Schwerpunkte und zum umgeschrie- 
benen Kreise desselben, sowie zu dem seine Seiten berühren- 
den Kegelschnitt an, der den Höhenschnitt und den Mittel- 
punkt des umgeschriebenen Kreises zu Brennpunkten hat 
(vgl. Art. 145); in einer Note (auf der angezogenen Seite 195) 
wird sofort ein interessanter Specialfall hinzugefügt — es 
sind die Sätze, welche mit Weglassung der Beziehungen auf 
die Theorie der Kegelschnitte in der Note des §. 12 seiner 
Schrift von 1833 „Die geometrischen Construetionen ausge- 
führt mit Hülfe des Lineals und Eines festen Kreises" etc. 
(„Werke" Bd. 1, S. 489—492) reproducirt sind. Die Potenz- 
centra der eingeschriebenen Kreise des Dreiecks zu dreien, 
die Punkte S^,, Ä^, S^, S^ meiner Entwickelung , treten hier 
nicht hervor, Feuerbach hatte die Berührung jener Kreise 
mit dem nach ihm benannten Kreise vorweggenommen; aber 
schon im 18. Bd. der „Ännales" („Werke" Bd. 1, S. 224) 
und ebenso im 3. Bd. des „Journal" („Werke" Bd. 1, S. 177) 
hat Steiner den Satz veröffentlicht, dass die zu den Dreiecks- 
seiten conjugirten Äpollonischen Kreise der äusserlich ein- 
geschriebenen durch einen Punkt gehen, den Punkt S^ meiner 
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VoiTede, TU 

Entwickelung; sodass der Schluss des fidt^e-- an bridm Oiten 
und ebenso in der Ausgabe der „Werke" dahin iicbtig zu 
stellen ist, dass die nach 1' oder St, gehenden ßadien dieser 
Apollonischen (A„i, Aq^, A^g meiner Bezeichnung) und nicht 
der ursprünglichen Kreise rechtwinklig zu den Dieiecksseiton 
sind (Art. 180 des Textes). An den angefühlten Oiten lolgt 
dem genannten auch gleichmässig ein Sat?, läei das Eigeb- 
niss unter Wiederholung desselben Veisehens aut die Yier 
den Ebenen des Tetraeders conjugirten Apollonischen Kugeln 
der äusserlich eingeschriebenen Kugeln desselben ubeitiagt, 
die sich natürlich im Potenzcentrum dieser letzten schneiden 
müssen; und es folgt die Bemerkung, dass beide Sätze nur 
Thoile von umfassenderen Sätzen seien. Es ist offenbar, dass 
Steiner die Figur des Peuerbach' sehen Satzes auch unter dem 
Gesichtspunkte des ApollonischenProblemsbetrachtet hat, wenn- 
schon die zu den Potenzcentren Sj, S^, 8^ gehörigen Äpol- 
lonischen Kreise und ihre Analogen in Bezug auf die Tetra- 
ederfigur nirgends erwähnt sind. Auch von dem Quadrupel 
der Kreise Ao*-, Aip, A^i*', Asf des Textes, die als Apollo- 
nische dem Peuerba eh' sehen conjugirt sind, findet sich direct 
keine Spur; aber die gerade Linie ihrer Mittelpunkte, die 
Gerade der Höhenschnittpunkte der vier Dreiecke aus den 
vier einzelnen Ähnliehkeitaaxen s; der Kreise K; (Art, 180), 
ist als eine zum vollständigen Vierscit gehörige Gerade zu- 
erst von Steiner in dem 8. Lehrsatz einer Publication im 
2. Bd. des „Journal" 8. 97 („Werke" Bd. 1, S. 128) ange- 
geben worden, deren Sätze und Aufgaben ich ebenfalls zu- 
meist als auf die Figur des F eu erb ach's eben Kreises hin- 
weisend ansah. 

Wenn endlich von den gleichwinklig schneidenden Kreisen 
der Ki (Art. 181) bei Steiner keine Andeutung au finden ist, 
so konnte doch nach der in der Einleitung zu „Einige geo- 
metrische Betrachtungen" im 1. Bd. des ,^ournal" S. 163 
(„Werke" Bd. 1, S. 20) gemachten Angabe, dass die darzu- 
legende Methode die Ausdehnung der Untersuchungen von dem 
Berühren der Kreise in der Ebene und auf der Kugel und der 
Kugeln auf das Schneiden der Kreise und Kugeln uuter gegebenen 
und imter gleichen Winkeln mit sich gebracht habe, auch 
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VIII Vonmlc. 

dies ais wahtscheinlicli von ihin gekannt betrachtet werden; 
besoaders wenn ich die Einfachheit anaah, mit der aus meinem 
Grundgedanken alles von Steiner über diese Dinge Veröffent- 
lichte und alles nur in Aussicht Gestellte sich in bester 
Constructionsform ergab, und wenn ich bedachte, dass es die 
Form der Centralprojection war, welche ja Steiner in den 
Untersuchungen jener Epoche unablässig angewendet hat; 
sah ich doch in raeinem Distanzkreise der Centralprojection 
von jeher den Kreis der Tafelebene, mit Hülfe dessen alle 
geometrischen Elementarconstructionen in derselben ausge- 
führt werden (vgl. Steiner's „Werke" Bd. 1, S. 463, 49Öf.) 
und der überhaupt als Vertreter des Beobachtungscentrums 
die Raumwelt construirend zu bestimmen und also auch zu 
untersuchen gestatten muss! 

So hielt ich die Idee dieses Buches für eine Steiner' sehe und 
dachte mir ihre Ausführung mit aller bei ihm gewohnten Fülle der 
Resultate als niedergelegt in dem so lange zurückgehaltenen 
und nun verschwundenen Buche „von 25 bis 30 Bogen über das 
Schneiden (mit Einschluss der Berühi-ung) der Kreise in der 
Ebene, das Schneiden der Kugeln im Räume und das Schneiden 
der Kreise auf der Kngelfläche" OjWerke" Bd. 1, S. 21 und S. 235). 
Ich ward vollends in dieser Meinung bestärkt, als ich imter Ande- 
rem fand, dass in derselben Steiner'sehen Publication, aus der 
ich vorher den Satz vom gemeinsamen Punkte der drei Apollo- 
nischen Kreise der äusserlich eingeschriebenen citirt habe, 
auf der vorhergehenden Seite (Bd. 3 des „Journal" S. 208 
und „Werke" Bd. 1, S. 176) der Lehrsatz 2) einfach die Dar- 
stellung der Punkte eines Kreises durch ihre Bildkreise auf 
eine durch seinen Mittelpunkt gehende zu seiner Ebene nor- 
male Ebene ausspricht und ihre Enveloppe angiebt; ich nahm 
an, nach den gleichseitigen Hyperbeln, deren Bildkreise in 
ihren Ebenen orthogonaler Symmetrie die Büschel mit reellen 
und nicht reellen Grundpunkten als Enveloppen liefern (Art. 60, 
68), und nach den Kegelschnitten mit der Falllinie in der 
Hauptaxe mit zwei Kreisen als Enveloppen der Bildkreise 
(Art. 135 etc., in confocalen Paaren) habe Steiner auch diesen 
Fall des als gerade Linie erscheinenden Kreises untersucht 
und das Ergebniss in diesem Satae ausgesprochen. Die Be- 
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Vovi-ctle, IX 

trachtuiig der Enveloppon der einfach miendlicheti Systeme 
von Kreisen überhaupt liegt nahe, sie gehört nur nicht in 
die elementare Entwickelung des Buches; z. B. ist die Evol- 
vente des Normalschnitt-Spurkceises ihres Cylinders für den 
Anfangspunkt die Bnveloppe der Bildbreise der Punkte der 
Schraubenlinie von 45" Neigung, Und dass die erste der 
Steiner'schen Abhandlungen „Einige geometrische Sätze" 
(„Werke" Bd. 1, S. 1) die perspeetivischen Itaumfiguren und 
die Kegel und allgemeinen Flächen zweiten Grades mit ge- 
meinsamem ebenen Querschnitt betraf, schien ja auch dazu 
zu stimmen. (Axt. 50, 126 u, s. w.) Zudem sah ich darin die 
Aufklärung über den mir immer merkwürdig erschienenen 
Umstand, dass Steiner, der mit solchem Tiefsinn die funda- 
mentale Bedeutung der projectivischen Grundanschauungen er- 
fasst und prociarairt hat, die interessantesten Untersuchungen 
einer Reihe von metrisch specialisirten Gebilden widmete. 

Auch konnte ich nicht finden (man vergl. im Texte 
Art. 76 f. mit Art. 102 uud 86 f.), dass die grundlegenden 
Entwickelungen Steinec's („Werke" Bd. 1, S. 21, 21, 31 f.) 
über die Potenz, die Ähnlichkeitspunkte und Axen und über 
die gemeinsame Potenz bei Kreisen für eine Verweisung 
auf die planimetrische Methode der Untersuchung gelten 
müssten, für welche man sie offenbar gehalten hat. Mir 
erschien die Planimetrie in der üblichen Behandlung nun ein- 
mal als eine der Natur der Sache d. h. unserer physisch- 
psychischen Organisation nicht entsprechende allzufrüh und 
zu breit entwickelte Abstraction — Beweis genug, dass die 
projectivische Geometrie in Beschränkung auf die Bheno nicht 
streng begründet werden kann! Ich sah aber in der wissen- 
schaftlichen Pflege der darstellenden Geometrie das beste und 
zugleich das sicherste Mittel der Abhülfe auch für dieses 
Übel und miichte die Centralprojection zum Ausgangspunkte 
und Fundament meiner methodischen Reformen, für die ich 
heute iu Lehre und Literatur mit der gleichen Zuversicht 
wie immer thiVtig bin; ihre Schwierigkeit und Langwierigkeit 
habe ich mir nie verhehlt: Eine Wissenschaft wird nicht 
ohne tiefgreifenden Schaden durch Menschenalter hindurch 
nach Möglichkeit zur Empirie herabgedrückt. 
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X Vorrede. 

Die vorliegende Eatwickeiung zeigt, welche innige Ver- 
bindung zwischen dieser Schrift und jener grösseren Aufgabe 
besteht. Ich denke, sie kann auch zeigen, wie nützlich und 
fruchfcbai- nach beiden Seiten die Durchdringung der Pro- 
bleme des Zeichnens mit wissenschaftliehen Gedanken und 
Anschauungen ist. 

Und — um wieder auf mein engeres Thema zurückzukom- 
men — auch die neuesten interessanten Behandlungen der Figur 
des Feuerbach' sehen Kreises (von Herrn Lappe im 71. Bd. des 
„Journal" S. 387f. und von Herrn Schröter im 7. Bd. t!er 
„Math. Ännalen" S. 525 f.) vermochten nicht, mich auch nur 
für diese zur plani metrischen Auffassung zu bekehren; ver- 
band mir doch meine stereometrische Anschauung die Potenz- 
centra der eingeschriebenen Kreise, die zuerst in jener ob- 
zwar ohne Bezug zu den Apollonischen Kreisen auftraten, 
und die Berührur^spunkte des Feuerbach' sehen Kreises mit 
den eingeschriebenen, die in dieser behandelt wurden, auf 
das Natürlichste mit einander und mit allem noch unent- 
deckten Iiihalt der merkwürdigen Figur. 

Aber ich führe das Alles hier doch nur an, um erstens 
zu zeigen — luid es stünde mir dazu noch vieles andere 
Material zu Gebote! — dass meine Ansicht, wenn sie auch ein 
Irrthum war, wenigstens ein sehr entschuldbarer Irrthum 
gewesen ist. Denn ich muss mich trotz alledem in meinen 
so lange gehegten Vermuthungen vollstäudig getäuscht haben, 
weil nicht nur keinerlei gedruckte oder handschriftliche Be- 
weise für dieselben vorhanden sind, sondern auch nach directon 
Mittheilungen von berufenster Seite, die ich erhielt und die 
ich den Herren Geiser, Schläfli und Weierstrass hier 
noch besonders verdanken will, im vieljährigen persönlichen 
und wissenschaftlichen Verkehr mit dem grossen Geometer 
keine Spur dieser Idee jemals hervorgetreten ist. 

In der That müsste man mir, wenn ich meine Ansicht 
festzuhalten gedächte, z. B. einwenden, dass die Iiehre von 
den vier Potenzlinien und Ebenen zweier Kreise respecfcive 
Kugeln, je nachdem sie als reell oder als imagiüär betrachtet 
werden (Art. 129), überhaupt die Berücksichtigung des Ima- 
ginären, ferner die Construetion der gleiehwinldig schneiden- 
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Vorrede. XI 

den Kreise und Kugeln zu drei resp, vier Paarou, zu Tripeln etc. 
(Art, 107, 118) und Anderes ebenso natürlich aus meiner 
Grundidee folgen und Steiner nicht entgangen aein köimte». 
Man würde mir auch sagen, dass es immer sehr gewagt ist 
und kaum gerechtfertigt werden kann, für eine Gruppe wissen- 
schaftlicher Pacta einen Gesichtspunkt, möge er noch so grosso 
Vorzüge zu besitzen scheinen, als den Gesichtspunkt par 
escellence zu betrachten. 

Die hier entwickelte Lehre von den Kegelschnitten 
(Art, 13i — 171) ist ein schlagendes Beispiel für diese Wahr- 
heit. Sie geht gewiss aus meiner Grundidee sehr natürlich 
und so zu sagen nothwendig hervor und ebenso gewiss er- 
geben sich dabei unvermeidlich eine Menge Steiner'scher 
Eesultate aus jener Epoche, selbst so ihm eigenthümliche, wie 
die auf den Hing der Kreise zwischen zwei Kreisen hezüg- 
hchen (vgh „Werke" Bd. 1, S. 34 unter 13 und S. 40 f. oder § Y 
derselben Abhandlung, sowie S. 135 unter 11 und S. 225 f.); 
ich brauche auch wohl kaum au bemerken, wie von dem da- 
mit gewiesenen Weg hier nur die ersten Sehritte gethan sind: 
Der Gauss-Bodenmiller'sehe Satz z. B. von den Kreisen 
über den Diagonalen des vollständigen Vierseits angewendet 
auf die Vierseite aus fünf Geraden bezeichnet eine tiefer 
eindringende Fortsetzung. 

Aber die Kegel Schnitttheorie hat dann Steiner besonders 
durch die schöne Untersuchung der Pai'abel rücksichtlich ihrer 
Tangenten etc. zu vielen der Sätze über das Dreiseit, das 
vollständige Vierseit u. s. w. geführt, die ich hier in ganz 
anderer Verbindung aufgewiesen habe; dafür ist gerade die 
oben citirte Abhandlung („Werke" Bd. 1, S. 195) das beste 
und älteste Zeugniss, wo auch die erwähnte zum vollständigen 
Vierseit gehörige Gerade der Höhenschnittpunkte seiner Drei- 
seite als Directrix der eingeschriebenen Parabel entdeckt ist; 
in der That ein Specialfall des vorigen, ein planares Netz 
bezeichnend, wie in Art. 180, an Stelle des allgemeinen, zu 
dem der Gauss-Bodenmiller'sehe Satz führt. 

Und die elementare Theorie der Kegelschnitte in Steiner's 
vieljährigen üniversitäts vortragen, die wir seit 1867 kennen, 
stimmt mit der 1862 aus den Manusciipten von Saratow 



y Google 



XII VoiTodu. 

(1813 — 14) veröiFentiicliteii Poncelet'selien zusammen wio 
die schöne Ausführung eines Künatlecs zur Skizze, und doch 
sind beide ohne Zweifel vollständig unabhängig von einander. 
Die erste Ausführung desselben Gedankeng endlich, die ich 
bis jetzt kenne, in der klassischen Abhandlung von L. Gaultier 
im „Journal de l'eeole polytochniquc" Cah. XVI, S. 179 — 181 
(1812), welche in manchem Betracht meiner Idee am nächsten 
steht, berührt dieselbe gleichwohl in keiner Weise, und es 
ist ganz unzweifelhaft, dass Gaultier diese Idee nicht gekannt 
hat, ebenso wenig wie J. Plücker, in dessen „Änalytisch- 
geom. Entwickeluugen" (1828, 1831) doch auch mannichfache 
Ooincidenzen mit meinen Ausführungen begegnen. (Vgl. die 
Nr. 195, 196, 184, 217 im ersten und Nr. 578 im zweiten 
Bande.) 

Immerhin wird man z. B. mit Interesse sehen, wie 
meine Interpretation von jener Theorie der Kegelschnitte aus 
auch zu den grossen ausgeführten Abhandlungen Steiner's 
hinführt, die im 45. und 37. Bd. des „Journal" (S. 161—192, 
S. 189—224 resp.) enthalten sind (Art. 170); etc. 

Ich kann daher schliesslich nur wünschen, dass meine 
Darstellung die durchschlagende Bedeutung der einfachen Idee 
in dem behandelten Gebiete genügend möge hervortreten 
lassen, damit ihr nicht zu dem Mangel des Credites, den ihr 
der Name Steiner's im Vorhinein gegeben hätte, nach so 
langer Zurückhaltung auch noch das positive Missgeschick 
einer pädagogisch schwachen Vertretung wiederfahren sei! 
Möchte ich namentlich die rechte Mitte zwischen Ausführ- 
lichkeit und Kürze, die bei solchen Darlegungen so schwer 
zu treffen ist, nicht verfehlt haben, so dass ich überall dem 
Lernenden verständlich bleibe, ohne doch den Sachverständigen 
zu ermüden! 

liürich, August 1881. 

Wilh. Fiedler. 
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EinleituDg über die Elemente der Centralprojeetion. 
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Einleitung'. 
Elemente iler Centralprojection. 

Aufgaljen über die BestimmuDg des Kreises aus gegebenen 
Bedingungen bilden einen Hauptbestandtheil in den Übungen 
der zeichnenden Geometrie, von den zur Lösung solcher Auf- 
gaben entwickelten Theorien geholt daher einTheil zum ur- 
alten Stamm und Kern des geometi lachen Wissens, zugleich 
aber haben sie noch bis in dip neueste Zeit wichtige Berei- 
cherungen erfahren. 

Die Zahl und Mannichfaltigkeit solcher Aufgaben ist in 
der That sehr gross, und wenn die merkwürdige Kreia-Ring- 
Pigar derPappus — („CoUectiones matlieniatieae" libr.IV, Theo- 
rem 12 — 18, etc.) von den Kreisen, welche aämmtlich zwei 
feste Kreise berühren, während jeder zugleich den vorher- 
gehenden und den nächstfolgenden im Bange berührt — uns 
zeigt, wie schon die Alten zu complicii-ten Formen der Be- 
stimmung gelangt waren, wenn man uns ferner berichtet, 
dass t. B. die Lehre von Pol und Polare beim Kreise schon 
dem Apollonius bekannt gewesen sei, so hat die neuere Zeit 
einestheils z. B. in der Behandlung der alten Apollonischeii 
Berühr ungsprobleme die Vortheile bezüglicher Theorien neue- 
ren Datums gezeigt, wie der Lehre Gaultier's von der Eadi- 
cal-Axe zweier Kreise und vom Radical-Centrum zu drei Krei- 
sen, oder der Lehre von den Aehnlichkeits-Pnnkten und -Axen, 
von den Büscheln nnd Netzen der Kreise; und sie ha.t an- 
demtheilä in der Aufnahme der Bedingungen vom Schneiden 
der Kreise unter vorgeschriebenen Winkeln zahlreiche neue 
Aufgaben gestellt. 

Die moderne Geometrie hat die systematische Entwicke- 
lung dieser Lehren und die Behandlung solcher Aufgaben 
mit Sorgfalt und Eifer gepflegt; aber in ihr erscheint das 
Metrische als Speeialfall des Projectivischen und der Umfang 
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2 Elemente der Centra!projettion. 1. 

des geeammten Gebietes, welches diese Aufgaben beschlagen, 
wird beträchtUch; ihres wissenschaftlichen Werthes ungeachtet 
muss man sieh zumeist auf die Entwicltelung der allerersten 
Elemente dieser Lehren beschränken; und in der Weiterfüh- 
rung dei' Untersuchungen läast man die zeichnerische Praxis, 
von welcher sie angeregt worden sind, entweder aus Mangel 
an detaillirter Durchführung zu sehr zurücktreten oder sehliesst 
sie geradezu aus. 

Die Yorliegende Schrift will eine Idee und eine Methode 
begründen und innerhalb des elementaren Constructiona -Ge- 
bietes ausführen, nach welcher man in einheitlicher und con- 
sequenter Behandlung direct zu den einfachsten Lösungen 
aller dieser Probleme und zugleich zu den damit in Verbindung 
stehenden geometrischen Theorien gelangt. Die Methode ist 
die der Centralprojeetion, und die der Entwickelung zum 
Grunde liegende Idee ist in der That mit den Elementen der 
Centralprojeetion selbst gegeben; es ist die Idee der Abbil- 
dung oder Repräsentation und Bestimmung der Punkte des 
Raumes durch die Kreise der Ebene bei so zu sagen 
perspectiviseher Lage. Wir entwickeln daher zuerst die 
Elemente jener Methode, soweit nöthig, um sie dann auf die 
construirende Verwerthung dieser Idee anwenden zu können. 
1. Die Centralprojeetion lehrt die räumlichen Gebilde be- 
stimmen duieh ihre mittelst gerader projicirender Strahlen 
aus emem testen Punkte erzeugten Bilder in einer Ebene. 
Man nennt drn festen Punkt das Centrum der Projection 
— wn bezeichnen ihn durch G — und die benutzte Ebene, 
die wir zugleich als Zeichnungsebene voraussetzen, die Bild- 
ebene oder Tafel. Jeder Punkt der Bildebene bestimmt den 
nach ihm gehenden projicirenden Strahl und jede gerade 
Linie derselben die sie enthaltende projieirende Ebene, den 
Ort der projicirenden Strahlen ihrer Punkte, sobald die Lage 
des Centrums gegen die Bildebene festgestellt ist. Diese 
FeststÄÜung geschieht durch die Einzeichnung des Distanz- 
kreises D oder C, der um den Fusspunkt C^ des von (J zur 
Bildebene gefällten Perpendikels oder den Hauptpunkt mit 
der Länge des Perpendikels oder der Distanz d als Radius 
beschrieben wird. (Fig. 1, Tafel 1.) 
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Projioirende Gerade und EbeneiL 2. 3 

2. Ist Q' ein Punkt der Bildebene, so ist für seinen pro- 
jicirenden Strahl CQ' das Verhältniss Q'C^ : C^G die Cotangente 
des Winkels ß, welclien er mit der Bildebene einscbliesst, oder 
seiner Tafelneigung, und somit für jeden beliebigen Punkt 
P desselben StraJiles, wenn P^ den Pusspunkt des von ihm 
zur Tafel gefällten Perpendikels bezeichnet, gleich ^'P^ : F^F; 
da für die unter der Bildebene gelegenen Punkte des Strahles 
CQ' ■ — wir denken C immer zunächst Ober derselben — so- 
wohl T^^F als auch Q'T^ ihren Sinn und somit ihr Zeichen 
ändern (wir denken Q'P^ immer vom Fnsspnnkte der Gera- 
den Q' und F^J? immer von der Tafel weg gemessen), so ist 
auch das Zeichen von cotan ß stets dasselbe. Für ß grösser, 
gleich und kleiner als 45° liegt Q' resp. innerhalb des Di- 
stanzkreises, auf demselben oder ausserhalb; für gleiche ß 
der projicirenden Strahlen aus demselben Centrum befinden 
sieb die Fusspunkte Q' in einem aus dem Hauptpunkte Cj 
mit dem Radius d cotan ß beschriebenen Kreise, dem Nei- 
gnngskreise von (5; mit j5 = 90" liegt Q' in C^. Dreht man 
das Dreieck CC^Q' um die Kathete C^Q' bis zum Zusammen- 
fallen mit der Tafel (Fig. 1), so gelangt C nach (0) im Di- 
stanzkreise, man erhält ß und die Perpendikel FP^ von den 
Punkten P des Strahles zur Tafel wie in (P) Fy. 

3. Ist q eine gerade Linie in der Tafel (Fig. 2), so kann 
man in der zugehörigen projicirenden Ebene Cq die Nor- 
male von G auf q mit dem Pusspunkte H' in dieser verzeichnen 
und hat in dem rechtwinkligen Dreieck GC^R' bei H' den 
Neigungswinkel « der Ebene gegen die Tafel mit 

J/'6'^:Ci(7=cotan«. 

Für jeden andern Punkt F derselben Ebene, Pj als den 
Fusspunkt des von ihm ausgehenden Perpendikels zur Tafel 
oder seine Ortho gonalprojection auf dieser, und S als den 
Fusspunkt des von ihm ausgehenden Perpendikels zu q ist 
jSPi : PiP= cotan «, also unveränderlich für alle Punkte 
der Ebene. Die Umlegung des Dreiecks GC^H' in die Tafel 
in (G)Cj^H' giebt a und (Fig. 2) für den Punkt P von ge- 
gebenem P, den zugehörigen Tafelabstand F^P als Pi(P), 
mittelst des zu jenem ähnlichen und parallelen Dreiecks {F)P.iS, 
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4 Elemente der Centralprojection, 4. 

Für K grösser, gleich oder kleiner als 45° schneidet q' den 
Distanzkreis in zwei Punkten, berührt ihn, triftt ihn nicht 
resp.; bei gleicher Distanz ist für dasselbe a die Entfernung 
H'C^ constant, d. h. die Geraden q' für Ebenen von gleicher 
Tafelneigang berühren einen nnd denselben um C^ be- 
schriebenen Neigungskreis; mit « = 90" geht q' durch 
den Hauptpunkt Cj, 

4. Zieht man in der projicirenden Ebene Cq' eine be- 
liebige das Ceutrum nicht enthaltende Gerade g, so giebt es 
unter den projicirenden Strahlen einen zu ihr pai-allelen vom 
Fusspunkte Q' in der Tafel und dieser bestimmt sie, wenn 
noch ihr eigener Durchschnittspunkt S mit der Tafel bekannt 
ist; ihr Bild (/' fallt in g', die Verbindungslinie von S und 
Q' (Fig. 3) oder wie wir sagen von ihrem Üurchstoss- 
punkt mit ihrem B'luchtpunkt. Der Winkel ß dieser Ge- 
raden ist derselbe wie der des zu ihr parallelen projicirenden 
Strahles CQ', und für ihre Punkte P ist ebenso wie für die 
dieses Parallel strahla mit P^ als Fusspunkt des zugehörigen 
Perpendikels zur Tafel SP^ : Pj P = cotan ß. Alle parallelen 
Geraden haben einerlei Fluchtpunkt. Die zur Tafel parallelen 
Geraden haben ihren Fluchtpunkt (und Diirehstosspunkt) 
unendlich fern. Da S'{C) im rechtwinkligen Dreieck H' C^{C) 
der Abstand des Punktes G von der Geraden q oder g' ist, 
so gelangt bei der Drehung der Ebene Cq' um q' bis zum 
Zusammenfallen mit der Bildebene C nach ^ (Fig. 3), so 
dass ©<^' der mit umgelegte Parallel strahl und die dazu par- 
allele Gerade aus S die mit umgelegte Gerade {g) selbst ist. 
Insbesondere ist die vierte Ecke (E) des Parallelogramms 
SQ'^iß) die Umlegßug desjenigen Punktes B, der Geraden, 
dessen projicirender Strtvhl zur Tafel parallel ist oder dessen 
Centralprojection im Unendlichen liegt, des Versehwin- 
dungspunktes der Geraden. . 

5. Zieht man nun durch ® eine beliebige Gerade, so giebt 

sie die Umlegiing (A) oder kurz A eines Punktes A und sein 

Bild Ä respective in (J) oder g und g' (Fig. 3) und man hat a.us 

den ähnlichen Dreiecken S^P und A'^Q' die Propoi-tion 

AR:Ii% = ^(/ : Q' A' oder Q' A' = --^^-h 
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DoppelverhMtniss und projectivische Eigenscliafteii. 6, 5 

daher für einen andern Punltt B derselben Geraden von dem 
Bilde B' 



Q-B'^- 



(JQ' 



BE 



-BE _E<l.(iQ' 



und durch Subtraetion 

Q'B'-Q'Ä'^A-B'^..^-.^^ ■^iTÄR-^Xs:^^-- 
Theilt ein dritter Punkt C die Strecke AB, so ist das Theil- 
verhäitniss 

■A'c _ j;e. i£Q' BR_.a^ ac __bii ac 

B'C ~ AE.cn' E^.fiq'' AG ~ Aii' Bö' 

und für einen zweiten Theilpnnkt D derselben Strecke AB 

A'B' _ BE AD 

B'iy " AB' Bd''> 

daher endlieh j^'^- j/jy _AC AD 

WW' B'D BG' BD' 

oder das Doppelverhältniss von vier Punkten einer 

Geraden stimmt mit dem Doppelverhältniss ihrer Projec- 

tionen üb er ein. 

Da auch, wenn man in Fig. 3 die Punkte C und 2) 

auf g und ihre Bilder C und Ö' in g' eingezeichnet denkt, 

AG AD_^-^3^ AA&D _All.CfS:mnA^O_ Ai&.D^.A n A^D 

BC'BD'~ A~SWG'Ä~BtD~'B%.C€.iiaB^c'B^.D^.sinBrS.Ü 

_ ein (ac) . sinj«^ 

dn(6c)-sin (bd) 

ist, für a, b, c, ä als die projicirenden Strahlen von A, B, C, B 

und (a c), etc. als die von ihnen gebildeten Winkel, so ist das 

Doppelverhältniss von vier Punkten einer Geraden 

dem Doppelverhältniss ihrer projicirenden Strahlen 

gleich. 

6. Ist insbesondere in der geraden Linie AB der Punkt 

C die Mitte zwischen A und B und denkt man den unendlich 

fernen in Q' abgebildeten Punkt der Geraden mit Q bezeichnet, 

so ist 

AC:BC='- l uad AQ:BQ = -\-i, 

. A'G' A-Q' ^ 

also -^-^ : ^^ = - 1. 

Man nennt vier Punkte einer Geraden mit dem Doppel- 
verhältniss — 1 eine harmonische Gruppe oder vier har- 
monische Punkte und bezeichnet insbesondere in der vor- 
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6 Elemente der Centi-alprojection. T. 

her betracliteten Gruppe A! , B' als das erste Paar und 0' und Q' 
als das zweite Paar conjugirter Punkte in derselben; damit 
sieht man, dass jede harmonische Gruppe als Centralpi-o- 
JGctioü einer Halbirung angesehen werden kaam unter Zu- 
ziehung des Pluchtpunlttes Q' der Geraden als des conjugirten 
zum Bilde C des Mittelpunlites; und dass das projicirende 
Büschel einer Gruppe von vier harmonischen Punkten 
ein Büschel Yon vier harmonischen Strahlen ist; man 
sieht also auch, dass über einer harmonischen Punktegruppe 
stets zwei in Bezug auf sie zu einander symmetrische Büsche! 
stehen, wo die Strahlen dos einen Paares die (zu einander 
senkrechten) Halbirungalinien der Winkel der Strahlen des 
andern sind; ihre Scheitel sind die Schnittpunkte der Kreise, 
die über den Distanzen beider Paare der harmonischen Gruppe 
als Durchmesser beschrieben sind. 

Alle harmonischen Büschel sind daher Büschel von glei- 
chem Doppelverhältniss und alle harmonischen Punktegrnppen 
sind Gruppen von je vier Punkten in einer Geraden mit einerlei 
Doppelverhältniss. Allgemein nennt man zwei Büschel von 
einerlei Doppelverhältniss der entsprechenden Strahlen und 
ebenso zwei Reihen von einerlei Doppelverhältniss der ent- 
sprechenden Punkte projectivische Büschel und projec- 
tivische Reihen. Durch beliebig oft wiederholte Central- 
projection, wo aus A B C B entspringt A' B' C B' und 
daraus A" B" G" B", aus diesem A'" B'" C" B'", etc., ent- 
stehen nur solche Reihen; und ebenso bei der Projection von 
Strahlbüscheln ausschliesslich solche Büschel. Man sagt auch, 
dass hierbei je zwei aufeinanderfolgende unter ihnen in per- 
spectiv! scher Lage sind. Alle durch Doppelverhäitnissgleich- 
heiten ausdrflekbaren Beziehungen in Reihen und Büscheln 
bleiben in diesen Centralprojectionen unverändert; man nennt 
sie daher projectivische Eigenschaften derselben. 

7. Eine den Punkt G nicht enthaltende Ebene S wird 
durch ihre Spur oder Schnittlinie mit der Tafel s und ihre 
Fluchtlinie q , d. h. die Schnittlinie der zu ihr parallelen 
projicirenden Ebene mit der Tafel, bestimmt, oder durch 
zwei zu einander parallele Gerade; die Tafelneigung cc der 
Ebene S ist dieselbe, wie die der projicirenden Ebene Gq^, 
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llarmoniaclie Gruppen. 8. 7 

und für ihre Punkte P ist mit P^ als Fusspunkt des zuge- 
hörigen Perpeniilikels zur Tafel und mit S als Fusspunkt des- 
jenigen zur Spur S wie in Fig. 2 für q 
iSPi:P,P = .C0tan«. 
Wenn eine Gerade g in der Ebene S liegt, so ist ihr 
Durch stosspunkt S ein Punkt ihrer Spur s und ihr Flucht- 
punkt Q' ein Punkt ihrer Fluchtlinie q'; und wenn zwei 
Gerade in derselben Ebene liegen oder sieh achneiden, so 
iat die Verbindungslinie ihrer Durchstoaspunkte S&> S'-^' zu der 
Verbindungslinie ihrer Fluchtpunkte Qj Q^' parallel, jene die 
Spur s, dieae die Fluchtlinie q' der Ebene (Fig. 4). Die 
Sqhnittlinie von zwei Ebenen hat den Schnittpunkt 
ihrer Spuren zum Durchstoaspunkte und den Schnittpunkt 
ihrer Fluchtlinien zum Fluchtpunkte. 

Eine Gerade iat zu einer Ebene parallel, wenn ihr 
Fluchtpunkt in der Fluchtlinie derselben liegt, ohne dasa ihr 
Durchstosapunkt zugleich der Spur derselben angehört. Par- 
allele Ebenen haben parallele Spuren und einerlei Fluchtlinie. 
8. Wir construiren daher den vierten Punkt einer 
harmonischen Gruppe als Bild einer Halbirung nach dem 
Satze, dass die Diagonalen einea Parallel ogrammea einander 
halbiren, indem wir (Fig, 5) daa gegebene Paar A' B' ala 
Gegenecken einea Parallehtgramma und den gegebenen dritten 
Punkt als den Fluchtpunkt Q' der sie verbindenden Diagonale 
ansehen; wir denken eine durch Q' gezogene Gerade ala 
Fluchtlinie der Ebene des Parallelogramms und zwei in ihr 
willkürlieh gewählte Punkte Q^', Q^ als Fluchtpunkte der 
Gegenaeitenpaare, die wir nun mit Qi A' und Q^B' und 
QiA', Q-i'B' ziehen, um in ihren Schnittpunkten A*' und 
B*' die neuen Ecken und in der Verbindungslinie derselben 
auf A' B' den zu Q' conjugirten vierten harmoniachen Punlrt 
0' zu erhalten. Man nennt die von den vier Geraden aua 
Q^', 0/ nach A' und B' gebildete Figur ein vollständiges 
Yierseit, Q^', Q^ und A', B', endlich A*', B*' sind seine 
drei Gegeneckenpaare; Ä'B', Qi Q^' und A*'B*' seine 
Diagonalen. In jeder Diagonale sind die Ecken und die 
Schnittpunkte mit den beiden andern Diagonalen zwei Paare 
zugeordneter Punkte einer harmonischen Gruppe. Oder nia.n 
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g Ekmeate der Centralpi'ujection. 9, 

bildet die Figur des Satzes, wonach der Diagonalensehnittpunkt 
im Parallelogramm die Mitte einer Parallele zum einen Sei- 
tenpaare zwischen dem andern ist, wie die punktirten Li- 
nien in Fig. 5 zeigen; man zieht also zu einer durch Q' 
gedachten Geraden g' die Parallelen durch A' und B', trägt 
auf der letzten zwei gleiche Stücke ab, zieht aus dem einen 
Ende nach Q\ um den Schnitt mit der ersten Parallele mit 
dem andern zu verbinden und in A'Ji' den gesuchten Punkt 
C zu erhalten; man hat BO offenbar auch 

A'G'iB'C A'Q'-.B'Q' 

gemacht, aber den Zirkel ohne Noth gebraucht. Die für uns 
wichtigste elementare Anwendung der Lehre von den har- 
monischen Gruppen bietet die Theorie von Pol und Po- 
lare beim Kreise dar; als Ausdruck projectiviseher Eigen- 
schaften bleibt diese Relation von Pol und Polare in allen 
durch centrische CoUineation aus dem TCreiae entspringenden 
Figuren (vgl. Art. 45) erhalten — sie liefert die Eigenschaften 
von Pol und Polare im Kegelschnitt. 

9. Wir können ferner den FusspunktP^ der Tafelnor- 
male aus einem durch sein Bild P' gegebenen Punkte 
P der Geraden SQ' angehen; denn dieselbe hat wie alle 
Tafelnormalen den Fluchtpunkt in C^ und es ist somit C^Q' 
die Fluchtlinie und die von S ausgehende Parallele zu ihr die 
Spur der durch die Gerade möglichen Normalebene zur Tafel; 
der Durchschnitt der letzten mit C^F' ist also der Fuss- 
punkt Fl der Normale (Fig. 6). Wäre die Gerade eine unter 
45" zur Tafel geneigte Gerade, so dasa Q' im DistauKkreise 
läge, so ist zugleich 8F^ der Länge der bezeichneten Tafel- 
normale gleich, 

Ist insbesondere P der Veracbwindungspunkt M der 
Geraden, so ist die Länge der Tafelnormale F^F oder B^B der 
Distanz gleich und der Fusspunkt Fi wird erhalten, indem 
man Ci mit B' verbindet oder durch C^ die Parallele zu Q' S 
zieht, als Schnittpunkt derselben mit der Parallelen durch 8 zu 
Q'G^ — oder als vierte Ecke des Parallelogramms SQ'C^Bj^. 
(Siehe auch Fig. 7.) 

Die Verschwindungspunkte der in einer Ebene liegen- 
den Geraden sind in der Durchsehnittslinie derselben mit der 
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Umlegiing des ebenen Systems. 10. J) 

zur Tafel [laiallelen Ebene durch das Centrum C cntlialton 
oder ihre Gesammtheit bildet die Versehwindungslinie r 
der Ebene. 

Liegt also die Gerade SQ' in der Ebene sg', ao ist der 
füc sie gefundene Punkt R^ ein Funlri, der Orthogonal pro jection 
ihrer Verschwindungslinie auf der Tafel, d, h. der Gferaden r^ 
in welcher die Tafel von derjenigen Normalebene zu ihr ge- 
schnitten wird, die durch die Verschwindungslinie r der Ebene 
sg' geht, die Schnittlinie der von C ausgehenden Parallel- 
ebene zur Tafel mit der Ebene sq'. (Fig. 6.) 

10. Die in der Ebene 2 oder sq' gelegenen Figuren 
werden durch Drehung derselben um die Spur s bis zum Zu- 
sammenfallen mit der Tafel oder durch ümlegung in wahrer 
Gestalt und Grösse erhalten. Ist nämlich SQ' eine in der- 
selben gelegenen Gerade (Fig. 7), so giebt die Umlegung ihres 
Parallelstrahls CQ' mit der parallelen projieirenden Ebene Cq' 
oder die Gerade ^Q' durch ihren Winkel mit q' zugleich die 
Grösse und Lage des Winkels an, den die Gerade g selbst 
mit s macht; man erhält also ihre ümlegung mit J2 in die 
Tafel als die durch S zu. ß§' gezogene Parallele (g). Ist 
dann P' das Bild eines beliebigen Punktes in ihr, so liefert 
der Strahl ®P' im Schnittpunkte mit der ümlegung (ß) die 
Umlegung (P) des Punktes P in die Tafel, weil ffiP' als Bild 
einer in S durch P gezogenen Geraden anzusehen ist, deren 
Umlegung mit ihr selbst zusammenfällt. Insbesondere erhält 
man die Ümlegung (P) des Verachwindungspunktes von g in 
dem zu g' parallelen Strahle aus ß, und mit der durch sie zu 
s gezogenen Parallelen auch die der Verschwindungslinie (r) 
von S. Daher ist auf jedem Strahle durch das Centrum der 
Mittelpunkt der Strecke von ihm bis zur Axe s auch der 
Mittelpunkt der Strecke zwischen q' und r. Die Figur enthält 
auch die Einzeichnung von j/j , li^ und Pj nach dem Vorigen. 
11. Man sieht, dass Bild und Umlegung derselben ebenen 
Figur in einer einfachen Abhängigkeit oder geometrischen 
Verwandtschaft stehen, welche der Punkt S oder die Um- 
legung des Centrums mit der parallelen projieirenden Ebene, 
die Spur s und die Fluchtlinie q' oder die Ver schwind unga- 
linie (»■) regieren nach folgenden Gesetzen: 1) Entspre- 
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tO Elemente dar Centralprojeotion. \l. 

chende Gerade wie g' und (g) scTineiden sich a.uf der 
Spur s; 2) entsprechende Punkte wie F' und (P) liegen 
auf einerlei Strahl aus E. Daher schneidet auch jode 
Gerade den vom Centrum ausgehenden Parallelstrahl ihrer 
entsprechenden Geraden in q' resp. r. Man sieht, die Punkte 
auf s und die Strahlen aus S entsprechen sieh seihat; die 
Strahlen q und r entsprechen der unendlich fernen Geraden resp. 
im Original und im Bilde. Diese geometrische Verwandtschaft 
heisst Collineation der ehenen Systeme- in centrischer 
Lage oder centrische Collineation derselben, und man 
nennt © ihr Centrum, s ihre A.xe (Collineationsaxe) und 
q',r ihre Gegenaxen. Sie ist die durch Centralprojection gege- 
bene Abhängigkeit ebener Systeme nach geschehener 
TJmlegung des Originals in die Bildebene. Der Bogriff 
projeetivischer Eigenschaften (Art. 6), d. h. solcher, die 
allen Ceotralprojectionen gegenüber unzerstörbar und unver- 
änderlich sind, erweitert sich damit auf ebene Figuren. 

Durch Angabe des Centrums und der Axe, sowie eines 
Paares entsprechender Punkte (in einerlei Strahl aus dem 
Centruui) oder eines Paares entsprechender Geraden (durch 
denselben Punkt der Axe) ist die centrische Collineation be- 
stimmt. Liegt insbesondere r in der Mitte zwischen © und 
s, SD fällt g' mit ihm zusammen und die Construction ent- 
sprechender Elemente lehrt, dass ihr Entsprechen ein ver- 
tauschbares ist, d, h. dass eine Gerade und ein Punkt, die 
zu einer anderen Geraden resp. zu einem anderen Punkte als 
Bilder erhalten werden, die Originale derselben Elemente sind, 
wenn diese als Bilder betrachtet werden. Eine solche Colli- 
neation heisst involutoriseh oder auch eine Involution 
ebener Systeme, Sind A und Ä', B und JS' zwei Paare 
entsprechender Punkte auf demselben durch S gehenden Strahle 
und ist S der Durch stosspunkt desselben, so ist die Gruppe 
der Punkte {'S.SAB) von gleichem Doppelverh'dltuiss mit der 
Gruppe ihrer Bilder (SS-A'S') oder 

^ ^ _ E^ E-B' 
'SJ'^B'^SA' ■ SU' 
und somit auch 

'sa'sä:^ sb'sb'' 
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Dev Rotatioaskogel mit zui- Tafel normaler A\c, 12, 11 

ist insbesondere J?' in A und zugleich aucli J? in A', so wird 

HÄ %A' _ IS.A' HA 

S~Ä ■ ST ~ 'SÄ/ ' JA ' 
d. h., da A als ein von ® und von S verschiedener Punkt 
nicht mit A' zusammenfallen kann, aus 



flAV flA'y ,, ,. %A HA' 

\sä) -{säV "ot^^^^^g SA = ~ST> 
oder jedes Paar entsprechender Punkte theilt die 
Streclie auf seinem Oollineationsstrahle zwischen 
Centrum und Äxe oder i5eji sich seihat entsprechenden 
Punkten harmonisch, wie es die Construction nach Art. 8 
bestätigt. Die Reihen solcher Punktepaare heisseii involu- 
torisehe Reihen; sie sind, wie man sieht, Vereinigungen 
projeetivischer Reihen mit vertauschharem Entsprechen. (Vergl. 
Art. 4 mit Art 61 f. weiterhin.) Die Paare entsprechender 
Strahlen aus jedem Punkte der Axe s bilden involutorische 
Büschel, vereinigte projectivische BüsclJ^l mit vertausch- 
harem Entsprechen. (Vergl. Art. 61.) 

Es ist klar, da'ss die Umlegung der Ebene nicht nur 
durch Drehung um den spitzen Winkel «, sondern auch durch 
Drehung um {180"— a) geschehen kann; dabei bleiben s und 
q' unverändert und ß und r kommen in neue zu den ersten 
in Bezug auf die Symmetrieaxen 5' respective s orthogonal- 
symmetrische Lagen ®* und r*. Die neue Umlegung wird 
orthogonal symmetrisch zur alten in Bezug auf s als Sjm- 
metrieaxe. Die j\.imd I\ als niir von G^ abhängig bleiben. 
Wir bemerken zugleich, dass für sie und das centralprojec- 
tivische Bild derselbe Zusammenhang der centrischen OoUi- 
neation besteht mit C^ und s als Centrum und Axe, q' und 
r[ als Gegenaxen. 

12. Die Punkte des Distanzkveises sind die Fluchtpunkte 
aller unter 45" zur Tafel geneigten Geraden. Diejenigen unter 
diesen Geraden, welche durch einen festen Punkt P im Räume 
gehen, bilden den Mantel eines Rotationskegels oder ge- 
raden Kreiskegels, der das Perpendikel von P zur Tafel zur 
Äxe hat, der also die Tafel in einem Kreise schneidet, für 
den der Fusspunkt P^ dieses Perpendikels der Mittelpunkt 
und wegen der Tafelnoigang 'aller Mantellinien gleich 45" 
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12 T^- I>ie Bildkreise der Piinltfc, ihre linearen Reihen etc. iü. 

zugleich die Länge dieses Perpendikels P^F der Radius ist. 
Man erhält nach dem Vorigen (Fig. 6) P^ in C^P', wenn 
SQ' die zur Bestimmung von P dienende Gerade ist, als 
Schnitt mit der zu C^Q' durch jS gehenden Parallelen. Zieht 
man durch P' eine beliebige Gerade, welche den Diatanzkreis 
achneidet, so ist sie das Bild einer Mantellinie des in Rede 
stehenden Kegels für einen ihrer Schnittpunkte Q^' mit D 
als Fluchtpunkt (Fig. 8), und die Parallele zu Qi'Q' durch 
S giebt ihren Durch stosspunkt S'" an. Man «ieht, dass die 
Durchstosspunkte der Mantellinien des besprochenen Kegels 
den Kreis bilden, der iür P' als Ähnlichkeitsjiunkt und 

C,Q^ : Pi^dl = C,P' : P,F' = Q' F' : SP' 
dem Diatanzkreiae ähnlich und ähnlich gelegen ist. Er heiast 
der Spurkreis des Kegels und es ist ersichtlich, dass die Ab- 
hängigkeit zwischen Fluehtcurve und Spurcurve dessel- 
ben Kegels immer die der Ähnlichkeit und ähnlichen Lage 
für das Bild der Spitze als Ähnliehkeitspunkt ist. 

I. Die Bildkreise der Punkte, ihre liiiearen Reihen und 
planaren Systeme. 
13. Sowie das Centrum der Projection C durch den 
Distanzkreis bestimmt oder repräsentirt wird, so kann jeder 
andere Punkt P des Raumes durch den Kreis repräsentirt 
werden, der den Fus^ipunkt P^ der von ihm auf die i ifel ge 
iallten Nuiraale 7um Mittelpunkt itud die Lange derselben 
PjP zum Radiui hat Jedei m dei Tifcl gezeichnete Kreis 
i^t ^omit der Repi isentant odei Bildkreis von z-nei Punkten 
im Räume, so lange ei nicht den Radius Null hat, wo dei 
dargestellte Punkt mit ihm selbst zusammenfällt, und nicht 
den Radius Unendlich, wo ei entweder selbst (wenn dieser 
Mittelpunkt im Endlnhen liegt) in die unendlich terne Gnade 
der Tafel fällt oder eine beliebige Gerade der Tafel als Thei! 
enthält (wenn zugleich sein Mittelpunkt unendlich fern liegt) 
und der dargestellte Punkt im ersten Falle die Richtung der 
Normalen zur Tafel ist oder für den zweiten Fall das Bild 
einer um 45" von ihr abweichenden Richtung (siehe Art. 14); 
man erhält beide Punkte F, F*, indem man in der im Mittel- 
punkte P[ des Kreises auf dcr'Tafel errichiteten Normale von 



y Google 



nnd Büdgerade. 14. 13 

Pj aus die Länge seinea Radius nach beiden Seiten abträgt. 
Ihre Unterscheidung mittelst des gemeinschaftlichen Bildkreises 
wird dadurch erlangt, dass man demselben einen Drehungs- 
sinn beilegt. Die beiden Pfeile in der Peripherie des Kreisea 
mit den Buchstaben P, P* reapective, welche die Drehung 
im Sinne des Uhrzeigers resp, die entgegengesetzte Drehung 
markiren (Fig. 8), zeigen an, dass der Punkt P mit dem Äuge 
des Beschauers und dem Centrura der Projection C auf der- 
selben Seite des als Tafel gedachten Blattes und der Punkt 
P* auf der entgegengesetzten Seite desselben gedacht werden 
soll; oder der Punkt wird auf derjenigen Seite der Tafel ge- 
dacht, von welcher aus der durch die Pfeilspitze bei seinem 
Buchstaben dem Bildkreiae zugeschriebene Drehungssiun als 
der positive erscheint. Die Weglassnng des Pfeiles mag, wie 
beim Distanzkreiee als dem Grund- und Hauptkreise aller un- 
serer Construetionen (vergl. Art. 24), die Lage des repräsentir- 
ten Punktes auf der Seite des Beschauers bezeichnen, 

14. Die Bemerkung, dass man zum Punkte P resp. P* 
auch gelangt, wenn man von einem Punkte seines Bildkreises 
rechtwinklig zur Tangente desselben und unter 45" zur Bild- 
ebene bis zum Schnitt mit der Normale der Bildebene im 
Mittelpunkte P^ fortgeht, zeigt für den Urenzfall des ins End- 
liehe gehenden Kreises von unendlich grossem Radius oder mit 
unendlich fernem Mittelpunkte, d.h. die gerade Linie, dass 
sie als Repräsentant der zwei Punkte angesehen werden kann, 
welche in den zu ihr rechtwinkligen und zur Bildebene unter 
45* geneigten Geraden unendlich fem liegen. Die geraden 
Linien der Bildebene repräsentiren in diesem Sinne die un- 
endlich fernen Punkte oder die Richtungen der Mantellinien 
des aus dem Centrum C Über dem Distanzkreiae beschriebenen 
gleichseitigen Rotationskegels (und aller zu ihm parallelen 
Kegelj; die Geraden eines Systems von Parallelen die beiden 
Richtungen der zu ihnen normalen unter diesen Mantellinieu, 
wiederum die eine oder die andere je nach dem Sinne, in 
welchem man sie durchlaufen denkt und welchen ein Pfeil 
angeben mag. Wir denken natürÜch auch hier den Bewegungs- 
sinn vom Centrum aus beurtheilt. 

15. Jedem System von Punkten im Räume entspricht 
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14 Die Bildireise der Punkte, ihre linearen Eoihen etc. 16. 

nach diesen Festsetzungen ein System von ebenso vielen 
Kreisen in der Bildebene; eioer Gruppe von Punkten eine 
Gruppe von ebenso viel Kreisen, einer stetigen Folge von 
jenen eine stetige Folge von diesen, nämlich ofEenbai' ein 
solches System, in welchem die benachbarten Kreise auch 
benachbarte Mittelpunkte und benachbarte Radien nach Grösse 
und Vorzeichen haben, welches letzte den übereinstimmenden 
Drehungssinn der benachbarten Kreise des Systems anzeigt. 
Insbesondere entsprechen den Punkten einer Curve die ein- 
fach unendlich vielen Kreise, weiche die Fusspunkte der von 
ihnen zur Tafel gehenden Perpendikel zu Centren und ihre 
Längen zu Radien haben, sodass die Centra die Orthogonal- 
projection der Curve selbst auf die Tafel bilden; dagegen den 
Punkten einer Oberfläche in derselben Weise zweifach unend- 
lich viele Kreise der Bildebene, wobei offenbar jedem Mittel- 
punkte im Allgemeinen mehrere Kreise zugehoren werden. 

Jede krumme Linie der Bildebene gieht zunächst einen 
Kur Biidebene normalen Cylinder, von dem sie der Querschnitt 
ist; und wenn aus ihren Punkten P^ als Centren Kreise be- 
sehrieben -werden, deren Itadien sich nach irgend einem Ge- 
setz mit der Bewegung des Centrums in der Curve verändern, 
so ist dadurch eine Curve der zugehörigen Punkte P auf dem 
Mantel des Cylinders bestimmt, deren Abbildung sie liefern; 
oder genau gesprochen zwei in Bezug auf die Tafel zu ein- 
ander Ortho goualsym metrische Curven, insofern wir beiderlei 
Bewegungssinn den Bildkreisen beilegen können. Offenbar 
findet dabei der Übergang vom einen zum andern Bewegungs- 
sinn innerhalb derselben Curve durch die NuUwerthe resp. 
die unendlich grossen Werthe des Radius statt. Ebenso in 
dem besonderen Falle, wo <lie Linie der Centra in der Tafei 
eine gerade Linie ist. 



16. Betrachten wir ei 
punkte y in der Tafel bei 
C^Q' die Spur der durch 



neu projicirenden Strahl vom Fuss- 
;egehenem Distanzkreise D, so ist 

,hn gehenden projicirenden Normal- 
ebene zur Tafel; und wenn man den zu C^Q' senkrechten. 
Halbmesser des Distanzkreises mit dem Endpunkte (C) zieht, 
so ist {OQ' die L'mlegung des projicirenden Strahls mit 
jener Norraalebene in die Tafel. Ist (P) ein Punkt in {C)Q', 
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Specialfell der berährenäen linearen Kreisreihe. 17. 15 

Bo liefert das von ilim ausgehende Perpendikel zu C-^Q' in 
P^ das Centrum und in seiner eigenen Länge Pi(jP) den 
Radius del Preises, der den Punkt P im Baume auf der Bild- 
ebene repräsentirt (Fig. 9); liegt dabei (P) mit (C) auf der- 
selben Seite von Q', so ist der seinem Bildkreise beizulegende 
Drehungssinn der positive oder der des Distanzkreises und 
beddrf keiner Bezeichnung; dagegen müssen die Bildkreise 
der Punkte des Strahles, die auf der entgegengesetzten Seite 
von Q' liegen, als von negativem Drehungssinn angesehen 
werden, oder für Mittelpunkte auf der Seite von Q' in Cj^Q', 
auf vi^eleher C, liegt, und für Mittelpunkte auf der entgegen- 
gesetzten Seite von Q' besteht immer Gegensatz des Dreh- 
ungssinnes, Dabei ist offenbar immer ^'P^ : Pi,(P) ^ cotan(3 
oder gleich einer constanten Zahl, die wir als Modul der 
linearen Reihe bezeichnen können. Zieht man daher zwei 
parallele Radien in den Bildkreisen von C und P — von 
gleichem oder ungleichem Sinne, je nachdem Q' Fi und Q'C\ 
von einerlei oder von entgegengesetztem Sinne sind, so geht 
die Verbindungslinie ihrer Endpunkte immer durch denselben 
Punkt Q', oder dieser Punkt ist ein Ähnlichkeitspnnkt 
beider Kreise; er ist der äussere Ahnlichkeitspunkt der- 
selben, wenn der Punkt P auf derselben Seite der Bildebene 
mit dem Centrum, und der innere, wenn er auf der ent- 
gegengesetzten Seite der Bildebene liegt. 

17. Insbesondere ist für ß = 45" das eonstante Verhält- 
niss l^'Pi : Pi(P) gleich Eins, d. li. für jeden Strahl, dessen 
Fusspunkt Q' im Distanzkreise liegt, gehen die Bildkreiae aller 
seiner Punkte durch diesen Fusspunkt und haben dort eine 
und dieselbe Tangente, das Perpendikel auf Q'G, in Q'; sie 
berühren einander im Punkte Q' und zwar die Bildkreise von 
Punkten, die auf einerlei Seite der Tafel liegen oder die Bild- 
kreise von gleichem Drehungssinn einschlieeaend oder in- 
nerlich, die Bildkreise von ungleichem Drehungssinn dagegen 
oder von Punkten auf entgegengesetzten Seiten der Tafel 
ausschliessend oder äusseriieh; sodass für jene der Berüh- 
rungspunkt der äussere und für diese der innere Ahnlich- 
keitspunkt ist. 

Für ß < 45" liegt wegen Q' P^ : P^{P') > 1 der Älmlich- 
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16 I- Die Bilclbreise der Pnnkte, ihre linearen Reihen otc, 18. 

keitspunkt Q' ausserhalb, fUr ji> 45" wegen Q'Pi:Pj(P)<l 
innerhalb aller Kreise des Systems; der Gegensatz seiner Be- 
deutung als innerer Äbnlichkeitspunkt für die 'Kreispaare 
von ungleichem Sinn und als äusserer Ahnlichkeitspunkt für 
die Kreispaare von gleichem Sinn dauert fort, 

Ist Q' unendlich fem oder ß =0, so ist die nach ihm 
von Cj gehende Gerade die Centrale gleicher Bildkreise,' von 
denen der Distanzkreis der eine ist — die Darstellung einer 
ganz in der Vers chw in dun gs ebene enthalteuen Geraden. 

Ffir (3 = 90** fällt der Fusspunkt Q' in den Hauptpunkt 
Cj, die darstellenden Kreise aller Punkte der Geraden G^C 
sind concentriseh, das gemeinsame Centruui wird für alle 
Paare der Bildkreise als der äussere respeetive der innere 
Ahnlichkeitspunkt angesehen, je nachdem die zugehörigen 
Punkte auf einerlei Seite oder auf verschiedenen Seiten der 
Tafel gedacht werden, d. h. für gleicheu resp. für entgegen- 
gesetzten Drehungssinn der Kreise des Paares. 

18. Denkt man nun statt des projicireudon Strahles CQ' 
eine zu ihm parallele das Centrum nicht enthaltende Gerade g, 
die also durch ihren Fluchtpunkt Q' und ihren Durchstoss- 
punkt S bestimmt ist, so giebt ihre Umlegung in die Tafel 
mit der durch sie gehenden Normalebene zu derselben von 
der Fluchtlinie Q' C^ und der dazu Parallelen durch S als Spur 
oder 3j die aualoge Darstellung (Fig. 10). Der zu Q'C^ recht- 
winklige Radius des Distanzkreisea giebt in seinem Endpimkte 
das Collineationscentrum (C) oder ®, also in (5^' den Parallel- 
strahl und in der zu ihm Parallelen (g) durch S die Um- 
legung der Geraden, Zu einem Punkte P' ihres Bildes er- 
hält man die Umlegung des Originals (P) in dem Strahle 
EP', der ihn mit dem Coilineationscentrum verbindet; man 
erhält auch den Fusspunkt Pj der von ihm aus zur Tafel 
gehenden Normale in dem Schnitt von CjP' mit der Spur s 
oder gi und nach der Coliineation ist P^iP) parallel zu C^^; 
somit ist det zugehörige Bildkreis, als aus Pj durch (P) be- 
schrieben, gefunden. Offenbar ist nun SP^:P^(P) = cotaaß 
= §'Oi:CiS, da der spitze Winkel zwischen (g) und s oder 
gi und der zwischen dem Parallelstrahl und q' zugleich der 
Neigungswinkel der Geraden gegen die Tafel ist. 
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Lineare Kreisreihen , insbesonden; gleiche. 19. 17 

19. Für die Punkte von s oder ^j, für welche der Abstand 
von S gleich Q'G^ ist, wird der Radius des Bildkreises der 
Distanz gleich; derjenige unter ihnen, für den die Verbindungs- 
linie mit Cj parallel ist zu Q' S, ist der Punkt Bi, der Mittel- 
punkt vom Bildkreise des Verschwindungspunktes; der 
andere, dessen Verbindungslinie mit Q' parallel ist zu C^S, 
giebt den Bildkreis des Punktes der Geraden, der ebensoweit 
hinter der Tafel liegt als das Ceutrum davor; beide Bildkreise 
sind dem Distanzkreise gleich, aber durch den Drehungasinn 
unterschieden. 

Überhaupt ist für jeden Punkt der Geraden SB oder 8Q' 
und den Punkt ihres Parallelstrahls CQ', dessen Abstand von 
Q' ebenso gross ist wie der des ersten von S, auch der Ra- 
dius des Bildkreises und der Abstand seines Mittelpunlites 
vom Fusspunkfce, dort §', hier S, derselbe. 

"Wir wollen die Gesammtheit der Kreise, welche die 
Punkte einer geraden Linie abbilden, oder welche ihre Mittel- 
punkte in einer Geraden, der gemeinsamen Centrale, haben 
und einen gemeinsamen Ähnlichkeitspunkt in dieser besitzen, 
als eine lineare Kreisreihe bezeichnen. Dann ist die Reihe 
der Punkte einer Geraden oder ist eine gerade Linie durch 
eine lineare Kreisreihe repräsentirt. Die lineare Kreisreihe 
einer Geraden ist gleich und parallel mit derjenigen ihres 
Parallelatrahls, d. li. beide haben parallele Centralen, und jede 
Gerade, welche der Verbindungslinie ihrer Ähnliehkeitspunkte 
S und Q' parallel ist, schneidet aus diesen die Mittelpunkte 
gleicher Kreise beider Reihen heraus. Man sieht sofort, dass 
beliebige parallele Gerade durch gleiche Kreisreihen 
mit parallelen Centralen dargestellt werden, weil die 
selben alle der Kreisreihe ihres gemeinschaftlichen Parallel- 
strahles gleich und parallel sein müssen. 

Offenbar kann zur Bestimmung einer linearen Kreisreihe 
neben ihrem Durchstoss- oder Ähnlichkeitspunkte S derjenige 
Kreis verwendet werden, der dem Distanzkreise gleich ist, also 
insofern wir auch Übereinstimmung seines Sinnes' mit dem 
des letzten fordern, der Kreis um B^ mit dem Halbmesser 
B^B. Eine Ausnahme bildet nur der Fall der zur Tafel 
parallelen Geraden, in welchem die Centrale der Spur s einer 

Fiedler, OjfeloBiaphic. 2 
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18 I. Die Bildkreiäe dpr Punkte, ilivo Hnearen Reihen etc. 20. 

sie enthaltenden Ebene parallel ist und alle Bildkreise ein- 
ander gleich werden. 

30. Wir haben in Art. 12 gesehen, dsisa ein gleichsei- 
tiger Rotationskcgel mit znr Bildebene normaler Axe durch 
den Distauzkreis als Fluchtlinie und den Spurkreia S mit 
einem Ahnlichkeitspunkte für beide als Bild M' seiner Spitze 
M dargestellt wird. Wir wissen nun, dass der Spurkreis «u- 
gleich der Büdkreis der Spitze M ist. Da alle seine Mantel- 
linien unter 45" zur Tafel geneigt sind, so wird jede derselben 
dargestellt durch eine lineare Reihe von Kreisen, die ihren 
Durchstosapunkt zum gemeinsamen Berührungspunkte haben. 
Ziehen wir einen beliebigen projicirenden Strahl, z. B. vom 
Fuaspunbte Q' (Fig. 11), so bat derselbe mit dem gedachten 
Kegel im Allgemeinen zwei Punkte P'^>, P*^' gemein, die in 
Q' central projicirt sind, und die ihnen entsprechenden Bild- 
kreise werden nothwendig in den respeetiven Durchstoss- 
punkten der bezüglichen MantelUnien den Spurkreis berühren 
und auch zu der linearen Kreisreihe des projicirenden Strahles 
CQ' gehören oder den Punkt Q' zu einem gemeinsamen 
ä-hnlichkeitsp unkte mit dem Distanzkreise haben. Offenbar 
sind die Geraden M' Q' mit den Fluchtpunkten Q^', Q^ im 
Diatanzkreise und den zugehörigen Durchstosspunkten S*^' und 
Sisf) a,nf den zu 0^Q[ resp. C^Q^ parallelen Radien M^S^^\ 
M^S'-^'' im Spurkreise die Centralprojeetionen der von CQ ge- 
schnittenen Mantellinien, jS'^' und Ä'^' also bereits die Berüb- 
rungspunkte der Bildkreise von P'*', P'^' reup mit dem Spur- 
kreise. Der E'usspunkt des Perpendikels von dem in Q pro- 
jicirten Punkte P^^' zur Tafel wird in dei bpui Jl/jb'^' der 
durch Qi'S^^^ gehenden Normalebene zur Tafel auf C^Q' ge- 
funden, Oder auch es giebt C^Q' als Centrale der linearen 
Kreisreihe im Schnitt mit JijS'^' resp. ilfjS*^' als Centrale 
der Kreisreihen der bezüglichen Mantellinien den Punkt P^''', 
P^'^' resp., den Fusapunkt des Perpendikels zur Tafel aus dem 
Schnittpunkte mit CQ' und damit den Mittelpunkt des Bild- 
kreises. P^li^Äl'* resp. Pj'^>S'ä> ist dem Radius gleich für eine 
unter 45" ziir Tafei geneigte Gerade. 

Weil hier diejenigen zwei von den Kreisen der linearen 
Reibe CQ' construirt sind, welche den Kreis S berühren, so 
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Die AlinlichkeitspUDkte von awei Ereiaen. 21. 19 

haben wir bei Gelegenheit der Probleme über lineare Ki-eiti- 
reihen Änlaas, hierauf zurückzukommen. (Art. 35.) 

21. Jetzt wollen wir zunächst die Bemerkung verfolgen, 
dass der Kreia S oder M zwei Punkte, M a.uf derselben Seite 
der Tafel mit dem Centrum C und M* auf der entgegenge- 
setzten Seite derselben, also zwei in Bezug zur Tafel ortho- 
gonalsjmmetrische Punkte, repräsentirt und somit auch Baais- 
kreis von zwei gleichseitigen Rotationskegeln mit gemeinsamer 
zur Tafel rechtwinkliger Axe ist. Denken wir den zweiten 
dieser Kegel, so schneidet eine durch die Axe M^M* gelegte 
Ebene, deren Spur ein Durchmesser von S und deren Flucht- 
linie der zu ihm parallele Durchmesser von D ist, denselben 
in zwei Manfcelliuieu, deren Fluchtpunkte Q^ und Q^' 2" 'tiren 
reap. Durchstosspuiikten iS'^' und S<^' die Endpunkte der in 
jenen liegenden Kadien von entgegengesetztem Sinne sind 
(Fig. 12, Tafel. II) ; und die Bilder Q/Sl'), Ö/S'^» dieser Mantel- 
linien sehneiden sich im Bilde M*' der Spitze, welches natür- 
lich auch auf dem Bilde der Axe C^^lf, gelegen ist. Es ist 
also der innere Ähnlichkeitspunkt der Kreise D uud S 
oder M, oder das Centrum der inversen Ähnlichkeit der- 
selben, zum Unterschied von dem in Art. 20 betrachteten 
äusseren als dem Centrum der directen Ähnlichkeit. Sind 
die gewählten Durchmesser rechtwinklig zur Centrale CiM^, 
so kann die Figur auch als Ümlegung des Centrnms und der 
Kegelspitze mit der projicirenden Ebene der Kegelaxe M^M* 
angesehen werden; ist nämlich (C) in Q', so ist (M*) in 
jS"l — aber man sieht, dass jede zwei parallele Durchmesser 
das gleiche leisten. Man nennt die Endpunkte in ihnen He- 
gender Radien von entgegengesetztem Sinn entsprechende 
Punkte in der inversen Ähnlichkeit der Kreise, so- 
wie man die Endpunkte paralleler Radien von gleichem Sinn 
als entsprechende Punkte in der directen Ähnlichkeit 
der Kreise D und S bezeichnet. 

32. Man sieht, dass die Aehnlichkeitspunkte M' und M'*' 
des Kreises M mit dem Distanzkreiae zugleich die Durchstoss- 
punkte oder Fuaspunkte der projicirenden Strahlen GM und 
CM* resp. in der Tafel sind, dass sie also die Fuaspunkte 
oder Nullkreise der beiden linearen Kreisreihen bezeichnen. 
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welche der Kreis M mit dem Distanzkreise D bestimmt. 
(Fig. 12.) In derselben Weise bestimmen zwei beliebige 
Ereise in derselben Ebene zwei lineare Kreisreiben, die eine 
für ihren äusseren, die andere für ihren inneren Ahnlieh- 
keitspunkt als zugehörigen Kreis vom Radius NuH; sie sind 
für den ersten als von einerlei Drehungssinn und för den 
zweiten als von entgegengesetztem Drehungsinn zu betrachten, 
der directen und inveraen Ähnlichkeit entsprechend. Die 
Construction giebt aus den Paaren ähnlicher Dreiecke 
C,Q^'M; M.S'-'^M'; O.Q^'M'^', Jlf,S">M*'; 

und somit 

^Jir __ 0,31*' 
M'm' ^ M^M*'' 

d. h. die Ähnlichkeits punkte theilen die Strecke 
zwischen den Centren äusserlich und innerlich nach 
dem gleichen Verhältniss oder sie bilden mit ihnen 
eine harmonische Gruppe. Die Constructionsflgur führt 
auch nach Art. 8 zu demselben ftesultat, weil MM* den 
Punkt Ml zur Mitte und C^ zum Fluchtpunkte hat und somit 
die Strahlen von C nach Mj_ und C-,, nach M und M* die 
zwei eonjugirten Paare eines harmonischeu Büschels bilden. 
Man nennt jenes Verhältniss, das Verhältniss der Kreisradien, 
das Äbnlichkeitsverhältniss und sieht, dasa es für beide 
Fälle gleiche und entgegengesetzte Werthe hat. Mit r^, r^ 
als den Radien und c als Centr aldistanz der Kreise und für 
% und %, a^ und i^ als die Abstände ihres äusseren resp. 
inneren Ah nlichkeits punkte s vom Mittelpunkte des ersten resp. 
zweiten Kreises hat man auch 

(f,-r,):._r.,o,_r,:o, 
und 

(ri + r,) : c = ri : ij = — »"a : »2 
zur Bestimmung der Entfernungen a^, a^, \, i^. Die Geraden 
J/'S^öa' «ncl Jlf*'SW(>/ sind Ähnlichkeitsstrahlen je 
des äusseren Und des inneren Ahnlichkeitspunktes; das Ahu- 
lichkeitsverhältniss ist auf allen Ähnlich keits strahlen das 
gleiche. Wir wollen an die bekannten Sütze der Ähnlich- 
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keitslehre Ober ähnlich liegende Punkte umi Gerade etc. er- 
innern, ohne sie zu wiederholen. Als Beispiel sei hervorge- 
hoben, dasa die geraden Linien m, m* im System des zweiten 
Kreises, die der nämlichen Geraden c im System des ersten 
Kreises entsprechen, ihr parallel in gleichen Abständen vom 
Mittelpunkte des zweiten liegen. (Fig. 12.) 

33. Liegen die beiden betrachteten Kreise ganz ausser 
einander, so sind unter ihren Ahn lichkeits strahlen auch die 
beiden Paare ihrer gemeinsamen Tangenten, die äusseren 
im äusseren, die inneren im inneren Ahnlichkeits punkte sich 



Berühren sich die Kreise von aussen, so ist der Be- 
rOhrongspunkt zugleich derinnereÄhnlichkeitspunkt derselben. 
Schneiden sie sich, so liegt der innere Ähnlichkeitspunkt im 
Innern beider Kreise. Sind ihre Radien in einem dieser drei 
Fälle gleich gross, so ist der innere Ahnlichkeitspunkt die 
Mitte und der äussere der unendlich ferne Punkt der Cen- 
trale; im letzten Falle liegt jener zugleich in der geraein- 
samen Sehne der Kreise. Berühren sich beide Kreise von 
innen oder einschliessend, so ist der Berührungspunkt zu- 
gleich der äussere Ahnlichkeitspunkt. Umschlie sst der eine 
Kreis den andern ganz, so fallen beide Älmlichkeitspunkte 
in das Innere des kleineren Kreises; wenn sie eoncentrisch 
sind, so fallen die Aehn lichkeits punkte ira gemeinsamen Cen- 
trum zusammen. Es sind die planimetri sehen Ausdrucksfor- 
men für die charakteristischen ünterscheidungssieiehen der Fälle 
der linearen Kreisreihe mit ß < 45", insbesondere Null, ß = 45", 
ß > 45*', insbesondere 90", bezogen auf die beiden durch zwei 
Kreise bestimmten {vergl. Art. 17). Unsere Anschauung zeigt 
auch, dass für einen Kreis und eine Gerade die Ähnlich- 
keitspunkte die Endpunkte des zur Geraden rechtwinkligen 
Durchmessers im Kreise sind und dass dabei die Entschei- 
dung darüber, welcher von beiden Fmdpunkten der äussere 
und welcher der innere Ahnlichkeitspunkt ist, von der Fest- 
stellung des Bewegungssinnes im Kreise und in der Geraden 
abhängt, (Art. 14.) Derselbe Kreis hat mit allen parallelen 
Geraden die nämlichen. Ahnlichkeitspunkte, 

34. Offenbar kann nach den Gesetzen der Ähnlichkeit 
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der Kreis D Ijciiutzt worden, um jeden anderen Kreis 
aus Punkten und Taugenten zu construiren. Wenn 
mau z. B. (Fig. 12, Tafel II) seinen Mittelpunkt 31^ und 
einen Punkt seiner Peripherie S*^' kennt, so giebt der zu 
üf^iS"* parallele Durchmesser des Distanzkreises durch seine 
Endpunkte Q^\ Q^' einen inneren Ähnlichkeitsstrahl Ä'"^/ 
und einen äussern S^^^Q^ und damit die beiden Äbnlich- 
keitspunkte M' und M*' in der Centrale M^C^. Die Gerade 
M'Qi schneidet M*'Q^ in S'^', dem im gesuchten Kreise 
zu S'*' diametral gegenüber liegenden Punkte. Zieht man dann 
im Distauzkreise einen andern Durchmesser mit den End- 
punkten §j' und Q^, so liefern die Paare von Geraden M' Q^' 
und M*'Qt und M'Ql mit M.*'Q^ die Endpunkte des zu 
Qi'Qi parallelen Durchmessers im Kreise um M^ durch iS'". 
Da wir nun sehen werden, dass alle zu entwickelnden 
Constructionen auf den Distanzkreis als den Bildkreis des 
Projectionscentruma zurückgehen und übrigens das Lineal er- 
fordern, so entspringt naturgemäss der Gedanke der Durch- 
führung aller geometrischeuConstruetionen mit Hilfe 
eines festen Kreises und des Lineals. Ist z. B. hei ge- 
gebenem Diatanzkreise gefordert, die Schnittpunkte einer 
geraden Linie mit einem durch Peripherie pnnkt S"^ und 
Oentrum M.^ bestimmten Kreise durch Linealconstructioii 
zu finden, so construiren wir wie vorher aus MjS<" und den 
Endpunkten des parallelen Distanzkreisdurchmeasers Q,' Qg 
die Ähnlichkeitspuukte M' und iff*', mittelst eines derselben 
aber zum Schnittpunkte von ^^S'^' mit der gegebenen Ge- 
raden den entsprechenden im System des Distanzkreises, da- 
mit die zu jener entsprechende Gerade und aus ihren Schnitt- 
punkten mit dem Diatanzkreiae durch ihre Ähnlichkeitsstrahlen 
aus dem benutzten Ahnlichkeitapunkte die gesuchten Schnitt- 
punkte. 

25. Wir Jcehren zur darstellend geometrischen Entwick- 
lung zurück, um eine projicirende Ebene Cq' (Art. 3) 
hinsichtlich der Bildkreise ihrer Punkte zu betrachten. 
Wir fassen sie zuerst als den Ort des Büschels der in ihr 
liegenden projicirenden Strahlen C^'. und erkennen als ihre 
Darstellung die Gesammtheit der linearen Kreisreihen, die 
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den Distanzkreia enthalten und deren Fusspunktu oder Null- 
kreise in der geraden Linie q liegen. Es erhellt aber sofort, 
dass jeder andere Punkt der Ebene Gq in gleicher Weise 
der Scheitel eines in ihr liegenden Strahlbüsehels ist und 
daher auch sein Bildkreis gemeinsamer Kreis eines Büschels 
linearer Kreisreihen, deren Nullkreise in q gelegen sind. Da 
aber die Strahlen dieses Büschels einzeln den Strahlen des 
Büschels aus C als ihren projicironden Parallelstrahlen par- 
allel sind und somit durch gleiche imd parallele lineare 
Kreisreihen dargestellt werden (Art. 19), so genügt es, das 
projicirende Büschel näher zu betrachten, um das System der 
Bildkreise aller Ptmkte der Ebene oder das planare Kreis- 
system zu untersuchen. Es ist auch sofort ersichtlich, dass 
für eine Ebene, die ttaa Oentrum C nicht enthält, die wir 
also durch ihre Spur s und ihre Fluchtlinie q bestimmt 
denken, das System der Bildkreise dem System der Bildkreiae 
der parallelen projicirenden Ebene gleich und nur in der 
Richtung der Normale vom Centriim des Distanzkreises auf die 
Spur s und die Fluchtlinie q' um den Betrag der Entfernung 
zwischen diesen Geraden und im Sinne von q' nach s rer- 
sehoben ist. Durch die umgekehrte Verschiebung werden 
beide Systeme von Bildkreisen mit den Ebene]i sq' und Cq 
selbst zugleich identisch. 

26. Wir nehmen einen Strahl des projicirenden Büschels 
in. der Ebene vom Fusspunkte Q' und einen beliebigen 
Punkt P desselben, so liegt der Fusspunkt P^ der zugehörigen 
Tafelnormale in der Geraden CiQ' als der Spur der durch 
den Strahl gehenden Normalebene zur Tafel und man hat 
(Fig. 13) 

Q'C\ : G,C=Q P^ : F^F = cotan ß 

für ß als die Tafelneigung des Strahles. Führen wir den zu 
q' normalen projicirenden Strahl CS' d. i. die projicirende 
Falllinie der Ebene ein, mit der Tafelneigung der Ebene 
a = iC^H'G oder dem Radius ihres Neigungskreisea G^H' 
und nennen wir den Winkel des letzton mit der Geraden 
t?!^ die Abweichung desselben S, so ist 
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und somitj da C^-H"' = CiCeotan a ist, 

Q'P, , „ cotan k 

-^ = cotan ß = -^^-p ■ 

Die Moduln der die Strahlen des projicirendeu Büschels 
darstellenden Kreisreiheii , die aus dem allen gemeinsamen 
Dietanzlireis und dem jeder einzeln zulioinmenden Fusspunkt 
oder Nullkreis einzeln bestimmt sind, hUngen also nnr von 
der Tafelneignng der Ebene k und der Abweichung 9 
der Centrale C^Q' der betrachteten Reihe von der Centrale 
C^H' der projicirendeu Falllinie ab. Durch die lineare Reihe, 
die dieser Falllinie entspricht, ist das ganze System gegeben, 
ihr Winkel ß ist dem Winkel a der Ebene gleich und durch 
ihren Fusspunkt oder Nullkreis H' geht rechtwinklig zur 
Centrale C^H' ihre Spur s. Wir nennen daher cotan « den 
Modul des planaren Ereissystems. 

37. Da für alle parallelen Geraden derselben Ebene die 
darstellenden Freisreihen denselben Modul cotan ß haben, 
wed solche glmche Tafelneigung besitzen, so sind die zuge- 
hungen hneaien Kreisreihen gleich und parallel und nur im 
Sinne und um den Betrag der Distanz ihrer Fusspunkte gegen 
einander \eisthoben; das ganze planare System erscheint als 
zusammengesetzt aus unendlich vielen solchen gleichen nnd 
parallelen Reihen für bestimmten Modul cotan ß. Solange 
ß <,a ist, giebt es zwei zu C^H' symmetrisch gelegene Sy- 
steme solcher gleicher und paralleler linearer Reihen vom 
Modul cofcan^, deren Gesammtheit das planare System er- 
schöpft; für ß = a vereinigen sie sich in das eine der Fall- 
linien, das 5=0" entspricht. Für fl = 90" wird cotan ß unend- 
lich gross und man erhält die gleichen und parallelen linearen 
Reihen gleicher Kreise, die Bilder der Parallelen zur Tafel 
auf der Ebene. Da man aus = 0" für den Radius des Bild- 
kreises vom Mittelpunkte P^ direet das Product von tan a oder 
dem Reciprohen des Moduls in den Abstand des Mittelpunktes 
von der Spur erhält, so sind alle diese Reihen gleicher Kreise 
einfach bestimmt, Wir können offenbar die entwickelten Be- 
ziehungen in dem Satze zusammenfassen, dass jedes im pla- 
naren Systeme enthaltene Paar von Kreisen einen 
Ahnlichkeitspunkt in der Spur des Systems hat, die 
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wir daher als die Ähnlielikeitsaxe des Systems bezeichnen 
werden; dieser Satü lehrt unmittelbar aus einem Kreise D und 
der Ahnlichkeitsaxe $' den Kreis des Systems vom gegebenen 
Mittelpunkt Pj constrniren, da man im Schnittpunkte von q' 
mit CiV^ den Ähnlielikeitspunkt hat, der ihm mit T> ge- 
mein ist. 

38. Wenn « > 45^ iat, so giebt es zwei gleiche reelle 
Werthe der Abweichung 5, für welche cos S = cotan k und 
somit cotan k = 1 wird, so dass die zugehörigen linearen 
Reiben aus Kreisen bestehen, die sich im Fusspunkte des 
Strahles berühren; der Distanzkreis schneidet aus Q' diese 
Fusspunkte heraus. Natürlich kann das ganze planare Sy- 
stem durch solche gleiche lineare Reihen berührender Kreise 
erschöpft weiden Für a = 45" vereinigen sie sich in den 
den Fallhnien dei Ebene entsprechenden linearen Reihen, 
d. h. sie bilden nun lineare Reihen berührender Kreise 
mit dei Spui oder Ahnlichkeitsaxe als jeweiliger gemein- 
samer langente das ganze System besteht aus den Kreisen, 
die seine ^pur oder Ähnlichkeitsaxe berühren. Für a < 45" 
schneidet q dtu Distanzkreis nicht, es giebt keine linearen 
Reihen von berührenden Kreisen im planaren System, Da der 
Radius eines Bildkreises durch den Abstand x seines Mittel- 
punktes von der Ähnlichkeitsaxe nach dem Werthe x tan « ge- 
geben wird, so ist derselbe filr k > 45* grösser als x und für 
«<45'' kleiner als x, d. h. in planaren Systemen der 
ersten Art schneiden alle Kreise die Äxe reell, in 
solchen der zweiten schneiden sie sie nicht. Und wenn 
wir den Winkel, unter dem der Kreis die Axe schneidet, d, h. 
den Winkel zwischen dem Radius des Schnittpunktes und der 
Normale zur Axe durch bezeichnen (Fig. 14), so haben wir 
cotan K = cos C , weil jede dei beiden Functionen durch das 
Verhältniss vom Abstaml l zum Radius r ausgedrückt ist. 
Man sieht, dass mit c. =^ 45" der Winkel ff gleich Null wird, 
der Berührung entsprechend; indess für a < 45*" cos ff grösser 
als Eins wird, was bei reellem Schnitt nicht möglich ist. 
Wir können danach ein planares System von Kreisen. als 
ein solches bezeichnen, dessen sämmtliche Kreise eine 
gegebene Gerade unter demselben reellen oder nicht 
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reellen Winkel schneiden; der Modul des Systems 
ist der Cosinus dieses Winkels und wir haben dabei 
angenommen, dass durch jeden Wertli des Cosinus ein 
Winkel bestimmt sei, und nicht blos für die in dorn Inter- 
valle von Null bis Eins liegenden Werthe. 

39. Es ist augensebeinlich, dass einem hesfciramten nu- 
merisehen Werthe des Moduls unter Beilegung heider ent- 
gegengesetzten Vorzeichen bei derselben Axe zwei Ebenen 
entsprechen, deren Punkte in Paaren orthogonalsjmmetrisch 
zur Bildebene liegen, oder zwei planare Kreissysteme, deren 
Kreise sich decken, sobald ihre Mittelpunkte identisch sind 
und nur mit entgegengesetztem Drehuiigssinn gedacht wer- 
den müssen. Wir haben die Mantellinien des gleichseitigen 
Rotation sbe gel s mit zur Tafel normaler Axe als durch lineare 
Reihen von Kreisen dargestellt gesehen, die einander und 
den Basiskreis desselben berühren, so dass die Bildkreise 
seiner Punkte die Gesaramtheit der zu seinem Baaiskreise, dem 
Bildkreis seiner Spitze, gehörigen berührenden Kreise liefern 
— in vollkommener Analogie zu dem System der Bildkreise 
der Ebenen mit a = 45" auch darin, dass bei Ümkehrung des 
Drehungasinnes aller Kreise des Systems der zum ersten in 
Bezug auf die Tafel orthogonalsymmetrische Kegel durch das- 
selbe dargestellt wird. Wir werden dadurch auf die weiter- 
hin zu beantwortende Frage geführt, wie die Relation des 
Constanten Schnittwinkels zwischen einem beweg-- 
liehen und einem festen Kreise sich räumlieh darstellt. 
Auf das planare System zu rückkommend, bemerken wir 
noch, dass nur für a = 90" auch a = 90" wird. Die Bild- 
kreise der Punkte einer zur Tafel normalen Ebene bilden die 
Gesammtheit der aus den Punkten ihrer Spur beschriebenen 
Kreise. Dieselben können offenbar in lineare Reihen von 
jedem beliebigen Modul werthe geordnet werden. 

30. Wir gehen zur Anwendung der entwickelten 
Anschauungen auf die Construction von Problemen 
über und wollen mit solchen über lineare Kreisreihen 
heginnen. Eine lineare Kreisreihe wird nach dem Früheren 
bestimmt durch ihren Fusspunkt oder Nullkreis und einen 
ihrer Kreise von endlichem Kadius, oder durch die Centrale 
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mit dem Älinliclikeitspuukte und den Modul, oder durch zwei 
ihrer Kreise, wenn die Gleichartigkeit oder IJjigleichartigkeit 
ihres Dreh ungs sinne s bekannt ist, — öenu die beiden geraden 
Linien, welche in jedem dieser Fälle den Daten entsprechen, 
sind orthogonalsymmetrisch ku einander in Bezug auf die 
Bildebene und werden daher immer durch eine und dieselbe 
lineare Kreisreihe dargestellt. Wir wollen die Bestimmung 
durch einen Kreis und den Fusspunkfc voraussetzen. 

Aus einer einfach unendlichen Reihe von Kreisen wird 
nun durch eine Bedingung im Allgemeinen ein IO:eis oder 
eine Gruppe von Kreisen ausgeschieden oder es entstehen 
bestimmte Probleme, Yon denselben sind die folgenden 
durch die bisher entwickelten Mittel lösbar und sollen jetzt 
näher betrachtet werden: Oouatruction von Kreisen in 
einer gegebenen linearen Reihe 1) aus dem gegebenen 
Mittelpunkte in der Centrale; 2) aus gegebenem Radius; 3) mit 
gegebener Tangente; 4) aua einer Geraden und dem cos. des 
Winkels 6, unter dem dieselbe geschnitten werden soll; 5) zu 
einem Punkte, den die Peripherie des Kreises enthalten und 
6) zu einem Kreise, den der gesuchte Kreis der linearen Reihe 
berühren soll. 

Ist Q' der Nullkreis oder Ähnlichkeitspunkt und D der 
gegebene Kreis, also CiQ' die Centrale und (C)Q' in Fig. 9, 
15 etc. die Umlegung der dargestellten Geraden mit ihrer 
Normalebene zur Tafel, so erhalten wir für die vorgelegten 
Aufgaben die nachfolgenden Constructionen. 

31. Im Falle 1) folgt aua dem Mittelpunkte P^ als 
Durchscbnittspunkt des in ihm auf der Centrale errichteten 
Perpendikels mit Q'{C) der zugehörige Punkt (P) und der Kreis 
als der aus P^ durch (P) beschriebene (Fig. 9, Tafel I). Und 
wenn man in einem dem gegebenen Radius in 2) gleichen 
Abstände Parallelen zur Centrale zieht, so würden dieselben 
aus Q'{C) die beiden Punkte (P)''' und (P)'^> herausschnei- 
den, welche durch die von ihnen ausgehenden Perpendikel zur 
Centrale die Mittelpunkte und Radien der Kreise in 2) liefern. 
Soll 3) die Gerade s berührt werden, so bestimmen wir 
die Schnittpunkte der durch dieselbe gehenden und unter 45" 
zur Tafel geneigten Ebenen mit der Geraden Q'Cder linearen 
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Reilie; denn ihre Büdkreise sind die gesuchten. Man con- 
etruirfc (Fig. 15, Tafel II) nun entweder diese Punkte in der 
Umiegung mit der zur Tafel normalen Ebene Q'G^G oder direct 
centralprojectiviach die Mittelpunkte der gesuchten Kreise. 
Im ersten Falle verzeichnet man die Umlegungen der Schnitt- 
linien jener Normaiehene Q'O^C mit den durch s gehenden 
45** Ebenen, indem man ihren gemeinsamen Durchs tosspankt 
8, den Schnitt von s mit Q'C^, mit denjenigen beiden Punkten 
1 und 2 des Durchmessers C;^({7) verbindet, die von C^ denselben 
Abstand haben wie die Gerade s, weil diese die Umlegungen 
der Schnittpunkte jener 45" Ebenen mit der Normale CCj 
sind. Diese Geraden treffen Q'(C) in den Umlegungen der 
Punkte Pl'l und P'^' und man findet sofort die Mittelpunkte 
der zugehörigen Bildkreise durch die Perpendikel zur Cen- 
trale Q'G^ von ihnen, damit aber die Kreise selbst. 

Oder — was die Figur nicht giebt — niaji betrachtet Q' 
als Central projection der Schnittpunkte in den beiden vorbe- 
zeichneten Geraden, welche selbst durch die Schnittpunkte von 
Q'C^ mit s als gemeinsamen Durch st osspunkt und mit den zu s 
parallelen Tangenten des Diatanzkreisea, den Fluchtlinien der 
45" Ebenen durch s, als respectiven Fluchtpunkten Q(, Q^ 
dargestellt sind; man erhält als ihre Umlegungen also die 
durch jenen Durchstosspunkt gehenden Parallelen S1 und Sä 
zu den Geraden (C) Q^', (C) Q2' und in den Schnitten mit (0) Q' 
die Umlegungen der Punkte P™ und PW wie vorher. 

32. Im zweiten Falle betrachtet man Q' als Bild der ira 
Strahle ^'Oauf den beiden 45" Ebenen sg/ und sg/ gelegenen 
Punkte und construirt die Fuaspimkte der von ihnen zur Tafel 
getsillten Perpendikel direct; man zieht durch Q' eine Gerade, 
die man als Bild einer in sg/ resp. sq^' gelegenen Geraden 
durch den einen resp. den andern der gesuchten Punkte an- 
sehen kann; man verbindet ihren Fluchtpunkt Qi oder ^2' 
mit C-i und zieht durch ihren Durchstosspunkt S"^' die Par- 
allele za derselben, die Spur der durch sie gehenden Nor- 
malebene zur Tafel, in deren Schnitt mit Q'Ci der fragliche 
Fusspunkt P,l'* resp. Pj(^* liegen wird. (Die punktirten Linien 
der Fig. 15 geben diese Conatruction.) Die Radien bestimmen 
sich durch die Endpunkte d.er zu Q'C^ senkrechten Durch- 
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messer im Strahl (C)Q'. Es ist nicht schwer, diese Con- 
structionen nach der Ähnlichkeitalehre der linearen Kreis- 
reihe planimetrisch zu interpretiren. 

Bei Aufgabe 4) wo eine Zahl als Cosinus des Winkels 
gegeben ist, den die gesuchten Kreise mit der Geraden 
s bilden, ändert sieh an den letztangegebenen Constructionen 
nichts Wesentliches; ist a der Winkel, dessen cotan. dem 
gegebenen cos. gleich ist, so sind die zu den Ebenen der be- 
züglichen durch s und den Modul cotiiu a bestimmten pla- 
naren Systeme gehörigen Fluchtlinien q^ und q^' anstatt die 
zu s parallelen Tangenten des Distanzkreises die zu s par- 
allelen Tangenten des Neigungskreises für k. In der ersten 
Form der Oonstruction des ersten Falles erhält man aus dem 
Abstände des Hauptpunktes C^ von s als Kathete und dem 
Winkel « als anliegendem Winkel in der andern Kathete den 
in C^(C) abzutragenden Abstand zur Umlegung der Schnitt- 
linien der Ebenen der planaren Systeme mit der Normal- 
ebene znr Tafel durch C^, Das Übrige bleibt ungeändert. 
33. Wenn verlangt wird, der Kreis der linearen Reihe 
solle 5) einen gegebenen Punkt enthalten oder 6) einen 
gegebenen Kreis berühren, so folgt für die letzte Aufgabe, 
die als einen speciellen Fall die erste umfasst — nämlich als dem 
Radius Null des gegebenen Kreises entsprechend — aus Art. 21, 
dasa es sich um die Construction der Schnittpunkte der durch 
die Kreisreihe repräsentirten geraden Linie mit den in Bezug 
zur Tafel mit einander symmetrischen gleichseitigen Rotations- 
kegeln handelt, welche über dem gegebenen Berührungskreise 
stehen, respective um die Angabe ihrer Bildkreise; in dem 
besondem Falle ö) also specieller um die der Schnittpunkte 
der Geraden mit dem zu sich selbst in Bezug auf die Bild- 
ebene orthogonalsymmetrischen gleichseitigen Rotationskegel, 
der den gegebenen Peripheriepunkt in der Tafel zur Spitze 
hat. Man zieht daraus den Sehluss, dass die Aufg, 5) zwei 
Lösungen haben wird, wie die Aufgaben 2), 3) und 4), ntir 
mit dem Unterschiede, dass dieselben auch imaginär sein 
können, weil eine Gerade einen Kegelmantel nicht nothwen- 
dig reell schneidet, während sie das mit einer Ebene stets 
thut; und ferner, dass die Aufgabe 6) im Allgemeinen vier 
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Lösungen darbieten werde. Die Constrnctionen werden uns so- 
fort auch die Bedingungen der Realität dieser Lösungen liefern, 
34. Sei im Falle 5) in Fig. 16 D der gegebene Kreis und 
Q' der Nullkreis der linearen Reihe oder der Fusapunkt ihrer 
Geraden, dazu JÜ der gegebene Punkt der Tafel, der Mittel- 
punkt des gleichseitigen Rotationskegels, dessen Durchschnitts- 
puntte mit der Geraden C Q' die den gesuchten Bildkreisen 
entsprechenden Raumpnnlite sind, eo.dass die von ihnen znr 
Tafel gefällten Perpendikel die Mittelpunkte von jenen lie- 
fern, so folgt aus der Erinneruiig, dass D der Fluchtkreis 
dieses Kegels ist, sofort, daas die gerade Linie MQ' mit dem 
Durchstosspunlft in M und den Fluchtpunkten in ihren Schnitt- 
punlrten Qj", Q^' mit dem Distanzkreise D die beiden durch 
die gesuchten Raumpunkte gehenden Mantellinien dieses Ke- 
gels darstellt; zieht man also zu den Radien C^ «3/ und Oj $3' 
durch M die Parallelen, so -sind (Art. 20) ihre Schnittpunkte 
mit Cj Q' die Mittelpunkte P^'" und P^*^' der verlangten Kreise, 
die man durch M beschreibt (Fig. 16). Man sieht, dass beide 
Lösungen reell und verschieden sind, wenn die Gerade MQ' 
den DistanKkreis schneidet, dass sie in einen Kreis zusammen- 
fallen, wenn MQ' denselben berührt (sie berührt dann auch den 
gefundenen Kreis selbst in M), und dass sie nicht reell sind, 
wenn MQ' den Distanzkreis nicht trifft. Sie sind also stets 
reell für ^ im Innern des Distanzkreises; füi- Q' in der Peripherie 
desselben erscheint die Senkrechte durch M zu Q'G^ als die 
dem Q-^ in Q' entsprechende eine Lösung. Man sieht auch, dass 
die Construction sieh sofort aus der Ähnlichkeitslehre planime- 
trisch interpretiren lässt mit MQ' als Ahnlichkeits strahl, etc. 

36. Im Falle der Aufg. 6), wo ein Kreis M vom Mittei- 
punkte M, berührt werden soll, sind die beiden Ähnlich- 
keitspunkte der Kreise M und D die Central projectionen der 
beiden Kegelspitzen, nämlich der äussere M' das Bild der 
Spitze, welche auf der Seite des Centrums liegt, und der 
innere M*' das Bild der auf der entgegengesetzten Seite der 
Tafel liegenden Spitze. 

Man erhält auf dem ersten Kegel die den Strahl CQ' 
schneidenden Kegelseiten projicirt in M' Q' mit den Flucht- 
punkten in Q,', Q^' im Distanzkreise und den Durchstosspunkten 
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als den in der dirceten Ähnlicbkeit ihnen ontspreeh enden 
Punkten S'^', S*^' des Spurkreises M; die durch sie gehenden 
Normalehenen zur Tafel haben die Radien Cj Q^, Cy Q^' resp. 
zu Fluchtlinien und die zu diesen durch Ä'**, S*^' gezogenen Par- 
allelen (natürlich Radien von M) zu ihren Spuren und die Schnitt- 
punkte der letzten mit der Centrale Q'Ci geben die Mittel- 
punkte P^l^l, P/^' der gesuchten Kreise. Ebenso fiir den sym- 
metrischen zweiten Kegel von der Spitze M*; der Strahl M*'Q' 
giebt die Bilder der Kegelseiten, welche CQ' schneiden, mit den 
Schnittpimkten Q*', Q^*' itn Distanzkreise als Fluchtpunkten 
und den- in der inversen Ähnlichkeit entsprechenden Punkten 
S*<", S**^' als Durchatosspunkten. (Fig. 17; die Buchstaben 
S*i.i) ujid Q*' sind nicht eingetragen.) Die durch diese ge- 
zogenen parallelen Radien in M au den Distanzkreisradien 
von jenen geben in Q'C^ das zweite Paar der Mittelpunkte 
P,*(i> und P^*'*'. Die gesuchten Kreise selbst sind die aus 
P,w, P/äi, Pi*i", Pi*l^' durch die Punkte S'", S*^ S*f^\ S*w 
— wo. sie den gegebenen berühren — beschriebenen Kreise ; 
die Figur enthält nur den ersten und den dritten von ihnen. 
Man sieht, die Lösungen sind alle vier reell, wenn sowohl 
Q' M' als Q'M*' den Distanzkreis schneiden, also z. B. stets, 
wenn Q' im Innern desselben liegt. 

Liegt Q' ausserhalb des Distanzkreises, so sind alle drei 
Hauptfälle möglich; Alle Lösungen reell; ein Paar reell, 
wenn nur einer der Strahlen Q'M', Q' M*' den Distanzkreis 
schneidet; keine reell, wenn keiner von beiden denselben trifPt. 
Das Zusammenfallen von zwei Lösungen tritt ein, wenn eine 
der Geraden Q'M' oder Q'M*' den Distanzkreis (und somit 
auch M) berührt. Für Q' in der Peripherie des Distanz- 
kreises sind alle Lösungen reell, aber in jedem der beiden 
Paare derselben erscheint eine Gerade, als Bildkreis des un- 
■ endlich fernen Punktes, in dem die 45** Linie CQ' ihre Par- 
allele unter den Mantellinien des Kegels M resp. M* schnei- 
det; es sind die beiden zu Q'C^ normalen unter den Tan- 
genten von M. 

36. Setzt man zwei lineare Kreisreihen als gegeben 
voraus, so treten weitere lösbare Probleme in die Betrach- 
tung ein, auf Grund der Beziehungen, in welchen zwei gerade 
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Linien von allgemeiüer Lage im Hamne, also nicht parallel 
und einander nicht schneidend, mit den Punliten und Ebenen des 
Raumes stehen. Durch jeden Punkt geht eine sie schneidende 
Gerade oder Transversale und in jeder Ehene liegt eine 
solche; man findet jene als die Schnittlinie der beiden Ebenen, 
welche den gegebenen Punkt mit den gegebenen Geraden 
einzeln verbinden und diese als die VerbindiingsUnie der bei- 
den Punkte, welche die gegebene Ebene aus den Geraden 
einzeln herausschneidet. Man löst also die Probleme über 
zwei gegebene lineare Kreisreihen: 1) Man soll diejenigen Kreise 
derselben bestimmen, die einen gegebenen Punkt der Tafel 
zum Ahn lichkeitsp unkte haben; 2) die, welche mit einem ge- 
gebenen Kreise der Tafei einen gemeinsamen Ahnlichkeits- 
punkt haben; 3) diejenigen, welche einen gegebenen Modul 
haben und einem ebenen Sjateme von gegebenem andern Mo- 
dul und einer Ähnlichkeitsaxe von vorgeschriebener Richtung 
angehören; 4) die, welche eine gegebene Gerade der Tafel 
unter vorgeschriebenem d. h.' durch seineu cos. bestimmten 
Winkel schneiden, oder die einem ebenen Systeme von ge- 
gebenem Modul und gegebener Ähnlichkeitsaxe angehören 
(Art. 27); oder, was nur eine andere Form des vorigen, aber 
doch wohl erwähnen swerth ist, 5) die, welche mit drei be- 
liebigen Kreisen der Tafel eine gemeinsame Ähnlichkeitsaxe 
haben, etc. Wir wollen die vier ersten dieser Probleme be- 
sprechen und bemerken zunächst, dass die Probleme 1) und 
2) die Transversale der beiden windschiefen Geraden durch 
einen Punkt, dagegen 4) und 5) ihre Transversale in einer 
Ebene betreffen, während das Problem 3) eine Übergangs- 
stelle einnimmt zwischen diesen beiden Grundfragen. 

37. Wir nehmen in allen Fällen an, dass die linearen 
Reihen durch einen Kreis von endlichem Radius und den 
Nullkreis oder Fusspunkt gegeben seien; sodann dass die 
eine derselben projicirend und der ihr zugehörige Kreis von 
endlichem Radius der Distanzkreis sei. Wir dürfen ferner 
voraussetzen, dass die zweite B,eihe durch den ihr angehörigen 
Kreis R^ von gleichem Radius und Sinn mit dem Diatauz- 
kreise vertreten ■ werde. Denn aus dem Fusspunkte Q' und 
dem Kreise P vom Mittelpunkte P^ construirt man nach Art. 
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31. 2) den Kreis Tom Baclius und Sinn dea Distanzkreises in der 
Reihe. Sei fiJr das Problem 1) Q' in Fig. 18 der Fusspunkt der 
ersten Reihe, D ihr bestimmender Kreis; Sl^) derFusspunkt der 
zweiten und B vom Mittelpunkt li^*'' ihr bestimmender Kreis; 
endlich Jtf der gegebene Ähnlichkeitsp unkt in der Tafel. Die 
vierte Ecke des Parallelogramms S'^iBil^l C^Q,' ist der Flucht- 
punkt der geraden Linie der zweiten Reihe; die Ebene durch 
M und die Gerade CQ' ist in MQ' als Spur- und Fluchtlinie, 
die durch Jf nach S^'m^'^ oder S("§; in MS^» als Spur und 
der Parallelen durch Q^' ala Fluchtlinie bestimmt; man erhält 
also als Durchschnittslinie beider MQ^', das Bild der Trans- 
versale, und in seinen Schnitten 0' mit S'^'^/ und P' in Q' mit 
dem projicirenden Strahl, die Central projectionen der Punkte, 
in denen sie die Geraden der gegebenen Reihen schneidet; 
ferner in der vierten Ecke des Parallelogramms MQ2' C^B^'-^'' 
den Mittelpunkt Ji,'*' desjenigen unter ihren Bildkreisen, der 
nach Grösse und Sinn mit dem Distanzkreise übereinstimmt; 
endlich im Durchschnitt von Mii/^l mit C,Q' oder C^P' 
reap. C,0' die Mittelpunkte P, resp. Oj der Bildkreise jeuer 
Schnittpunkte, d. h. der Kreise der gegebenen Reihen, die das 
Problem fordert Demgemäsa muss der Schnittpunkt Oj auch in 
Sl''-ßil" liegen. Die Bildkreise der Punkte und P selbst wer- 
den nun aus ihren Mittelpunkten nach Art. 31,1) verzeichnet. 
38, Wenn an Stelle des Punktes i^ ein Kreis M vom 
Mittelpunkte M, tritt (Aufg, 2), so sind die Transversalen 
zu den Geraden der gegebenen Reihen aus dem Punkte M 
resp. M*' zu constrairen, welchen M abbildet, wofür man 
weiss, dass die Bilder dieser Punkte der äussere und der 
innere Ahnlichkeitspunkt M' und M*' resp, zwischen den 
Kreisen M und D sind. Unmittelbar sind nun in Fig. 19 
M'Q' und M*'Q' resp. die Bilder der Transversalen, ihre 
Schnittpunkte 0' und 0*' in Q' die Bilder ihrer Schnitt- 
punkte in GQ', und P' und P*' in ÄOft', dem Bilde der 
Geraden der zweiten Reihe. Verbindet man dann C^ mit F' 
und P*' resp., so sind die Schnittpunkte dieser Geraden mit 
(S<^' Pjl'' die Centra P^ und Pj* der Kreise der zweiten 
Reihe, die den verlangten beiden Paaren augehören. Die ge- 
raden Verbindungslinien mit M^ geben nun in CiQ' die Mittel- 

l'icäler, Cjkloerapliie. 3 
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punkte Ol und 0^* der entaprecbeudeü Kreise der ersten Reihe; 
aus den Mittelpunkten aber erhält man diese selbst wieder 
nach Art. 31, 1). Natürlich kann diese Beätimmung der Kreis- 
radien aus den Kreisen D und E'^' ebensowohl als aus dem 
Kreise M geschehen. (In der Figur ist der Kreis Oj* ala sehr 
klein nicht gezeichnet.) Die Fluchtpunkte und Durehstoss- 
punkte der gefundenen Transversalen sind leicht zu bestim- 
men, aber wie man sieht, für die Lösung entbehrlich, inso- 
fern man nur die Bestimmung der Kreispaare der linearen 
Reihen selbst verlangt; die Durchstosspunkte sind die ge- 
meinsamen Ähnliehkeitspunkte der Kreise O, F, M und O*, 
P*, M resp. (Die Figur enthalt beide, jS* und S.) Offenbar 
sind die Lösungen auch dieses Problems stets reell, ebenso 
wie die eine Lösung des vorigen. 

39. Die Kreise der linearen Reihen CQ' und S'-''>Qi' oder 
S*^'JSj'", welche einen gegebenen Modul cotan ß ha.ben und 
einem ebenen Systeme von gegebenem andern Modul cotan k und 
gegebener Biclitung der Ähnlichkeitsaxe angehören (Aufg. 3), 
entsprechen als Bildkreise den Paaren von Punkten, in denen 
die Geraden der linearen Reihen von denjenigen Transversalen 
geschnitten werden, welche die dem vorgeschriebenen Modul 
entsprechende Tafelneigung ß besitzen und ihre Fluchtpunkte 
also in 'dem Neigungskreise von ß haben, zugleich aber auch 
in den Tangenten von der vorgeschriebenen Richtung an den 
Neigungskreis für cc. Man sieht sofort, dasa a>/5 und folg- 
lich von den beiden Moduln der des ebenen Systems der 
kleinere sein musa, wenn reelle Lösungen existiren sollen. 
Dann wird der Neigungskreis ß von jeder der Tangenten des 
Neigungskreises cc, die die vorgeschriebene Richtung haben 
(Fig. 20), in zwei Punkten geschnitten, deren jeder, wie z. B, 
öä', eine reelle Lösung liefert. Denn er ist der Flucht- 
punkt einer Transveraale zu CQ' und zu jSW^^*'', welche in 
seiner Verbindungslinie mit Q' projieirt ist, in der Parallelen 
zu Qi Q^ durch S'^* ihren Durchstosspunkt S'^' hat und 
deren Schnittpunkte 0, P mit den Geraden der linearen Reihen 
CQ' und S'^'^i' resp. in Q' und dem Schnitt P' derselben mit 
S'^^öi' projieirt sind; man erhält sofort Pj im Schnitt von 
C^P' mit S^'nt,^'\ der durch Sd gehenden Parallelen zu ft'C,, 



yGoosle 



Paare von gloioTjera Winltol mit einer Geradon. 10. 35 

und 0, in der Geraden I\S^^^ nn& auf 0^0', wobei zu bemer- 
ken, dass die öerade PjS'^' zu G^Q^' parallel sein muas, weil 
beide 8p«r- und Fluchtlinie der durch die Tranaversale gehen- 
den Norraalebene zur Tafel sind. Solcher Lösungen erhält 
man vier, so lange e>^ und nicht 90" ist; in diesem Falle 
fallen sie paarweise zusammen, weil der Nullkreis C^ nur 
eine Taugente von der vorgeschriebenen Richtung hat. Für 
a < ß ist die Lösung uieht reell möglich. 

40. Das Problem 4): Bestimmung der Paare in zwei 
linearen Kreisreihen, die eine gegebene Gerade s unter 
vorgeschriebenem Winkel a, d. h. unter einem Winkel von 
gegebenem cosinus c, schneiden, fordert die Construction 
der Bildkreise der Punkte, in welchen die durch s gehenden 
Ebenen von der Tafelneiguug a mit cotan a = cos 6 = e die 
Geraden der linearen Beihen schneiden. Man bestimmt also 
den Neigungskreis für a und hat in seinen zu s parallelen 
Tangenten (Fig. 21, Tafel III) die resp. Fluchtlinien q' und 
q*' dieser Ebenen; um ihre Schnittpunkte mit der Geraden 
S"'*^/ zu erhalten, legt man durch diese eine Hilfsebene (in 
der Figur die Ebene von der Fluchtlinie Q^'H*') und erhiiit 
die Bilder der Schnittpunkte P' und P*' in ihren resp. Schnitt- 
linien mit sq', sq*' auf S'^'<3i'- Dagegen fallen 0' und 0*' 
mit Q' zusammen. Man erhält nun (Fig. 21) in der durch 
8*'* zu C^ Qj gezogenen Parallelen S<'' JJ^''' mittelst der Strahlen 
(?iP und 0,P*' die Mittelpunkte Pj und P^* der Kreise der 
Reihe S("^[' und daraus ihre Radien nach Art. 31, 1), ferner 
in Q' P' und Q'P*' die Bilder der beiden Transversalen, in s 
und g' resp. in s und q*' ihre Durchstoss- und Fluchtpunkte 
iS'W und (S*W und Qi , Qi*', aus diesen die Centralen der zuge- 
hörigen Bildkreisreihen und in den Schnitten derselben mit 
dem Strahl C^Q' die Mittelpunkte Oj und 0,* der zugehö- 
rigen Kreise der Reihe CQ'. Bei Forderung des rechtwink- 
ligen Schnittes fallen q' und q*' in dem zu s parallelen 
Durchmesser des Diatanzkreisea zusammen, die Normalehene 
aur Tafel ist zu sich selbst symmetrisch. 

41. Während zwei gerade Linien von allgemeiner Lage 
zweifach unendlich viele Transversalen haben, aus denen 
durch die Bedingungen der vorigen Aufgaben je eine Gruppe 
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ausgescliieden wurde, haben drei zu einander wiiidscliiefe 
Gerade deren nur einfach unendlich viele; nämlich in 
jeder Ebene durch eine der Geraden und aus jedem Punkte 
in einer der Geraden eine, die entsprechende Transversale 
der beiden anderen. Die Schnittpunkte, welche jede dieser 
Transversalen mit den drei gegebenen Geraden bildet, wer- 
den durch drei Kreise der bezüglichen linearen Keihen 
dargestellt, welche im Dnrchstosspunkte der Transver- 
sale einen gemeinsehaftliehen Ahnlichbeitspunkt 
haben. Die Gesammtheit der Transversalen bildet eine brumme 
Fläche, die Gesammtheit ihrer Durehstosspnnkte die Spur- 
curve derselben in der Tafel, die ihrer Fluchtpunkte Q' 
ihre Fluehtcurve, die ihrer üj die Orthogonalprojection ihres 
Querschnittes mit der Verschwindungsebene auf die Tafel. 
Will man unter diesen einfach unendlich vielen Transversalen 
oder unter den Tripeln der Bildkreise ihrer Schnittpunkte mit 
den gegebenen Geraden einzelne ausscheiden, so kann man 
vorsehreiben, dass einer der in ihnen enthaltenen Kreise der 
gegebenen Reihen einen gegebenen Radius hat, oder dass 
der Mittelpunkt des einen in einer gegebenen Geraden der 
Tafel liege, oder dass einer derselben eine gegebene Gerade 
der Tafel unter vorgeschriebenem Winkel schneide, u. dgl. 
Man erhält durch die erste Bedingung zwei zur Tafel par- 
allele Ebenen, durch die zweite eine zur Tafel normale Ebene, 
in jenen sechs, in dieser drei Funkte der drei Geraden und 
durch jeden von diesen die Transversale der jedesmaligen ande- 
ren Geraden; die dritte Bedingung endlich giebt zwei zur Tafel 
symmetrische Ebenen durch die Gerade und in jeder derselben 
wieder drei Punkte, also sechs Lösungen wie bei der ersten. 
42. Wir wollen diese nach dem Vorigen sehr leicht 
lösbaren Probleme nicht näher erörtern, aber der Eegel- 
fläehe eine kurze Betrachtung widmen, welche von der 
Geaammtheit der Transversalen der drei Geraden 
gebildet wird. Wir erhalten sehr einfach ihre Spur und 
ihre Fluchtlinie, wenn wir wie vorher annehmen, dass 
eine der drei Reihen den Distanzkreis enthält oder dass ihre 
Gerade projicirend ist. Seien also in Fig. 23 CQ' (Oist das Äuge 
des Beschauers, so dass der Distanzkrois unbestimmt bleiben 
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kann), Sl'l Q^' und S<^>Q^' die drei Geraden oder Q', S'", S<^' die 
ihnlichteitspunkte, und C^ Q', S^-'B^'» und Sl^'iJi^^l die Centra- 
len der linearen Kreisreihen. (Die Einklammerung der oberenln- 
diees ist in der Figur weggelassen, wie aucK später.) Die sämmt- 
liehen Transversalen sind dann in den Strahlen aus Q' projicirt 
und man bestimmt ihre Durebstosspunkte und Fluchtpunkte aus 
der Bedingung, dass jede sowohl die Gerade S'^'t^/ als auch die 
die S'^'t^fl' schneiden muss. Für einen Strahl t' seien P*^'' und 
Jplßi)' Bilder der fraglichen Schnitte; man ziehe P''*'^^' als 
Parallele durch den ersten zur zweiten Geraden und bestimme 
in der Parallelen durch S*** zu Q^' Qi ihren Durch stosepunkt 
jS^; seine Verbindungslinie mit Ä'^' ist die Spur der Ebene 
P'-'\ S'^'Öa' und enthält den Durch stosspunkt äW von t'; die 
zu ihr durch ^3' gezogene Parallele giebt ihren Fluchtpunkt 
Q,'. Wir können diese Construetion auch ala die Construc- 
tion des Schnittpunktes P<^' der Geraden jS'^' Qi' mit der 
durch S'^K^a' gelegten Ebene von der Fluchtlinie Q^' Qi inter- 
pretiren. Die durch ^Wf?/ zu S<^'>Q^' parallele Ebene hat 
als Hilfsebeue dafür gedient. Dann ist (^'PW das Bild der 
Transversale und sein Schnitt mit S'-^^Q^' das Bild Pl^l'. 

43. Man sieht nun bei Betrachtung der Gesetze dieser 
Construetibn, dass die Punkte Q', S'^' und die Gerade durch 
S'^' parallel zu Q^' Q2 ^^^ Ö/Sl'* fest sind und dass die 
Veränderung der übrigen Elemente wie folgt beschrieben wer- 
den kann.. Drehen wir das Bild der Transversale um Q', 
so durchläuft P'^* die Gerade S'^'^/, der Verbindungsstrahl 
desselben mit Q^' dreht sich um diesen Punkt and sein 
Schnittpunkt S*'^' mit der durch iS^^I zu Q,' Q2' gezogenen 
Parallele liefert mit S*^' verbunden einen sich um S*^' drehen- 
den Strahl, der in dem Bilde der Transversale den Durchstoss- 
punkt und dessen Parallel strahl durch Q^' in demselben stets 
den Fluchtpunkt markirt. Die Verfolgung dieser Bewegungen 
lehrt, dass die Spurcurve durch die Punkte Q' , S'", S'^', den 
Schnitt von S^^i' i"it S'^i^ä' und den Schnitt von Q' Q^' mit 
der durch jS'^i gehenden Parallelen zuSI^>S*l^'oder Q^' Q^' gehen 
muss. Analog für die Fluchteurve. Sie geht durch Q^', Q^ und 
den Schnitt von gW^' mit der Parallelen aus Q^ zu ÄW^'ä). ^er 
erste und der vierte der bei der Spur erwähnten Punkte ge- 
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hören auch ihr an, so <laas die durch sie bestimmten projici- 
renden Geraden auf der Fläche liegen. Nach der in Art. 6 ein- 
geführten Terminologie sagen wir, daas'das Büschel der Trans- 
versalenbilder, das Büschel ans Qi Über den Bildern der Schnjtt- 
pankte P'^', und das Büschel der Spuren aus jS'^* nach S**^' 
der Reihe nach perspectivisch mit einander sind, dass somit 
das Büschel der Transversalenbilder und das Büschel der Spuren 
^(a)g*(S) 2a einander projectiviach sind; dass ebenso das Bü- 
acbel der Fluchtlinien Q^ Qi als dem letzten parallel und also 
gleiehwinlilig mit ihm zu demselben Büschel der Transversalen- 
bilder perspectivisch ist; dass also die Curve der Durchstoss- 
punhte oder die Spur der entstehenden Fläche und ebenso 
die Ourve der Fluchtpunkte oder die Fluchtlinie derselben 
als der Ort der Durchschnittspunkte entsprechender 
Strahlen von zwei projectivischen Strahlbüscheln 
entstehen; und zwar so, dass das eine der mitwirkenden 
Strahlbüschel in beiden Fällen dasselbe ist, während die bei- 
den anderen zu einander parallel sind. Die Oonstrnction 
der beiden projectivischen Büschel um l^' und S^^' 
ist durch Vermittelung eines dritten Büschels (um 
Q2) geschehen, das mit beiden zugleich perspectivisch 
ist, nämlich mit dem ersten für die perspectivi'Sche Axe 
S*"Q{, mit dem letzten für die Axe SW,S*l^>. Sollte man 
endlieh auch die Corve der TJj fdr die Transversalen zeich- 
nen, so findet mau leicht durch Verfolgung der Construction 
mit den 1( der gegebenen Geraden ^ C ist das ß für CQ' 
— ilie analoge Entstehung auch dieser Curve und wiederum 
eine Gruppe von fünf Punkten derselben. 

14. Die nunmehr durch ihre Spur und Flucbteurve dar- 
gestellte Regelfläehe wird als einfaches Hyperboloid oder 
auch Hyperboloid mit einem Mantel bezeichnet, eine 
der Flächen zweiten Grades; die geraden Linien auf ihr, 
durch welche wir sie dargestellt haben, sind die Verbindungs- 
linien der Punkte, welche die sich um S'^' Q^ drehende Ebene 
auf den beiden ersten Geraden bestimmt. Wir können leicht 
zeigen, dass das Doppelverhältniss von beliebigen vier Lagen 
dieser Ebene mit dem Doppelverhältniss der Schnittpunkte 
in der ersten und der zweiten Geraden übereinstimmt, oder 
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daas die Reihen dieser Punkte zu einander projectiviseh sind und 
dass somit dieFläclie durch dieVerbindungslinieii der 
entsprechenden Punkte in projectivisehen Reihen auf 
zwei zu einander windschiefen Geraden entsteht. Denn 
wir verstehen unter dem Doppelverh'altniss von vier Ebenen 
durch eine Gerade das Doppelverhältniss der vier Strahlen, 
welche eine Normalehene zu dieser aus ihnen herausschneidet. 
Und wenn wir durch die vier Punkte ABCI) einer Geraden <j 
die sich in Ji schneidenden Ebenen AjE^CiD, gelegt denken und 
sie durch eine Normalebene M" zu h und eine beliebige Ebene 
E durch g schneiden, so müssen die derselben Ebene des 
Büschels ungehörigen Strahlen as, . . . und an, . . . der. her- 
ausgeschnittenen Büschel sich in der Durchschnittsiinie der 
Ebenen S und N begegnen, in den vier Punkten Ä, B', (f, D' 
derselben nämlich, die in A, B, C, D resp. Hegen. Es sind also 
die Reihe A, S, C, D und die Reihe A', B', C, D' perspec- 
tivisch zu einander und das Doppelverhältniss der zweiten 
ist dem des Strahlbüschels der a^, b^-. oder dem der Ebenen 
A, B, . . seihst gleich. In unserer Constructionsflgur kommt 
jedoch, weil die eine der projectivisehen Reihen projicirend 
ist und daher als ein Punkt erseheint, diese Relation nicht 
vollständig zur Erscheinung; nur das Bild der Reihe der PW 
ist selbst eine Reihe. Läge das Centrum nicht in der ersten 
Geraden, so würde auch das Bild der Reihe der P als Reihe er- 
scheinen und da. die Doppelverhältnisse durch Centralprojection 
nicht geändert werden, so wären die Bildreihen gleich- 
falls projectivisch zu einander und die Bilder der 
Transversaleu die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte von zwei projectivisehen Reihen, Es ist zu be- 
merken, dass diese Entstehung unserer Regelfläche auch zur 
Construction ihrer Schnittpunkte mit einer Geraden führt, so 
dass sich daran die Lösung der Aufgaben anschliesst: In vier 
gegebenen linearen Kreisreihen die Quadrupel von 
Kreisen zu ermitteln, welche einen gemeinsamen 
Ähnlichkeitspunkt besitzen; in drei linearen Reihen 
solche Tripel von Kreisen zu bestimmen, die ihren Ahnlich- 
keitspunkt in einer gegebenen Geraden haben; etc. 

45. Die so erhaltenen Gurven sind Kegelschnitte 
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d. h. ebene Querschnitte von Kegeln mit kreisförmiger Leit- 
curve oder Centralprojeetionen von Kreisen, weil die 
aus der Construction erkannten Eigenachaften derselben nichts 
anderes sind, als die Übertragungen der beiden fundamentalen 
Eigenschaften des Kreises rücksielitlich seiner Puntte und 
rücksichtlieh seiner Tangenten in die Centralprojeetionen des- 
selben. Sind nämlich in einem Kreise vom Mittelpunkte M 
(Fig. 23) awei Punkte T^ und T^ und ihre Tangenten T, T 
nnd T.^T fest gehalten und denkt man zwei Punkte .4, B 
desselben Kreises mÜ ihren Tangenten als Lagen eines be- 
weglichen Punktes und seiner Tangente, um sie immer mit 
jenen durch gerade Linien 1\A, T^Ii und T.^Ä, T^B zu ver- 
binden, und um ihre Tangenten mit jenen festen au schneiden 
in A^, B^ nnd in A^, B.^, so hat man wegen der Rechtwinkhg- 
keit der Geraden 'T^A und MA^, T^B und MB,, T^A und 
MÄ^, T^B und MB^ und nach dem Satze von Centriwinkel 
und Per ipherie winke I über demselben Bogen 

\LAMB = LAT,B = LAT^B='LA,MB,==LA,MB^. 
Fügt man eine dritte Lage der bewegliehen Tangente C^C.^ 
mit dem Berührungspunkte G und eine vierte X^X^ mit dem 
Berührungspunkte X hinzu, so sind in den Büschehi von 
den Scheiteln T, und 1\ nach den vier Berührungspunkten 
J.BCXdie entsprechenden Winkel J-T^Oj-^yäC, etc. einander 
gleich; ebenso in den Büscheln von M über den Schnitten 
der beweglichen Tangente mit der Taugente in T, und mit 
der in T^, z.B. AiMC^=-^ A^MC^; und zwar sind die letzt 
erwähnten Winkel von derselben Grosse wie die entsprechen- 
den imter den zuerst erwähnten. Man hat also auch für 
aJ>lC^x^ als die Strahlen von T, nach ABCX resp. und 
für a^b^c^x^ als die Strahlen von T^na.(^ denselben Punkten 
immer in Polge der Gleichheit der einzelnen an correspon- 
dirender Stelle stehenden Sinus 

sinKe,) . sin ja, x,) _ sin(n,,c,) . m^, , ^) 
iin (b,c,) ■ Bin (6,x,) sin {b,, c,) ' sin (b, , x,) 
und diese ferner gleich mit 

B^C, ■ B,X, B,Oi ' B.,X.,> 
weil die den vorigen gleichen Büschel sms M vCoev A^B-^C^X, 
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und Ä^B^O^X.^ resp. nach der fundamentalen Entwickelmig 
von Act. 6 gleiches Doppclverhältniss mit diesen Reihen selbst 
haben. Und da in demselben Art, 6 die Unverändcrlichlieit 
des Doppelverhältnisses von vier Punkten in einer Geraden 
und von vier Strahlen aus einem Punkte unter Anwendung der 
eingefülirten Terminologie bewiesen worden ist, so schliessen 
wir, dass in allen Kreisprojectionen oder Kegelschnitten die 
Büschel projectivisch sind, die irgend welche feste Punkte 
der Curve mit beliebigen zwei Punkten der Ourve verbinden, 
oder dass ein Kegelschnitt als Ort der Schnittpunkte ent- 
sprechender Strahlen in zwei projectiviachen Bü- 
scheln anz^isehen ist. Wir schliessen ferner, dass irgend- 
welche feste Tangenten der Curve mit beliebigen zwei Tan- 
genten derselben projectivische Piinktreihen hervorbringen 
oder dass der Kegelschnitt als Enveloppe der Verbin- 
dungslinien entsprechender Punkte in zwei projec- 
tivischen Reihen angesehen werden kann. Wir bemerken, 
dass dabei die Verhindungsgerade eines Punktes mit sich selbst 
die zugehörige Tangente des Kegelschnittes und der Schnitt- 
punkt einer Tangente mit sieh selbst der zugehörige Berüh- 
rungspunkt desselben ist. Wir sagen endlich, dass im 
Kegelschnitt die Reihe seiner Punkte projectivisch 
ist zur Schaar der zugehörigen Tangenten — in Ab- 
kürzung der Aussage, dass die über jenen ans anderen Punk- 
ten des Kegelschnittes gebildeten Büschel projectivisch sind, 
zu den von diesen in den zugehörigen Tangenten gebildeten 
Reihen. 

46. Wir haben damit die Constructionen der Curven der 
Art.42, 43, 44aIsdieConstructionen von Kegelschnitten 
aus projectivischen Gebilden erkannt, und nach der Trag- 
weit« der Entwickelungen in Art. 6 und ihrer iVerhindung mit 
den Constructionen in Art. 42 als Construction der Transver- 
salen zu drei Geraden mittelst der Darstellung auf irgend eine 
Tafelebene und von irgend einem Centrum aus sehen wir, 
dass der Querschnitt der Transversalonüäche mit einer belie- 
bigen Ebene des Raumes ein Kegelschnitt sein wird; sodass 
man sie als eine Fläche zweiten Grades bezeichnet, weil 
alle ihre ebenen Querschnitte Curven zweiten Grades, nämlich 
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Kegels eil nitte sind. Man kann demnach auch che Gesammt- 
heit der linearen Kreisseiheii, welche aus drei gegebenen so 
abgeleitet werden, als ein System zweiten Grades von 
linearen Kreisreihen zusammenfassen. Die Bilder der 
Transversalen umhüllen^ wie wir sahen, einen Kegelschnitt, 
der in dem besonderen Falle der Conatruction in Fig. 22 durch 
die Annahme der ersten Geraden als projicirend in den Punkt 
Q' und den Durchschnitt der Geraden S^'^Q^ und S<-^^Q^' 
übergegangen ist. Man sieht leicht, daas in der entwickelten 
Entstehung der Kegelschnitte aus projectivischen Reihen dieser 
besondere Fall wirklich enthalten ist: Er entspricht ihrer per - 
epectivischen Lage, das perspectiviache Centrum ist umhüllt 
von den Verbindungsatrahlen aller nicht vereinigten entspre- 
chenden Punktepaare, der sieh selbst entsprechende Schnitt- 
punkt der Reihen liefert al3e durch ihn gehende Geraden 
gleichfalls als solche Verbindungssti-ablen. Der Umhüllungs- 
kegelschnitfc der Bilder der Mantellinien ist das, was man in 
der darstellenden Geometrie den Umriss der Fläche nennt; 
jene Bilder sind die Spuren von Tangentialebenen, welche 
vom Centrum an die Flache gehen. Wenn das Centrum auf 
der Fläche Hegt, so gehen durch dasselbe zwei Mantellinien 
■ — in unserem Falle CQ' und die Transversale mit dem Fuss- 
punkte im Schnitt von ^/S'^J mit Q^'S^^^ — und alle Tan- 
gentialebenen aus C gehen durch die eine oder die andere 
von diesen, die Tangentialebene in C selbst durch beide zu- 
gleich. Die Querschnitte der Tangentialebenen mit der Fläclie 
bestehen aus je zwei geraden Linien und wir bemerken, dass 
in der That diese als Specialform eines Kegelschnittes in der 
Entstehung desselben aus projectivischen Büscheln enthalten 
ist — nämlich der p er specti vischen Lage derselben entspre- 
chend, da danij der gemeinsame Strahl als sich seibat ent- 
sprechend den einen Theil des Ortes und die perspectivische 
Ase, d. h. die Gerade der Reihe, über welcher beide Büschel 
stehen, den anderen Theil desselben bildet Die Spurcurve 
würde ein solches Linienpaar, wenn eine der gegebenen li- 
nearen Kreisreihen aus lauter Nnllkreisen bestände. 

47. In Aufg. 5 des Art. 36 ist von Kreisen die Bede, 
die mit drei Kreisen der Bildebene eine gemeinsame Ahn- 
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lichkeitsaxe haben oder zu demselben planaren System ge- 
hören. Es ist also an der Zeit, zu erörtern, dass in der 
That drei Kreise der Bildebene vier verschiedene pla- 
nare Systeme bestimmen und den Zusammenhang dieser 
Systeme zu erklären. 

Drei Kreise Mj, M^, M^ der Tafel mit den Mittelpunkten 
Ml, M^, M^ sind die Bildkreise von drei Paaren in Bezug 
zur Tafel orthogonalsymmetrischec Punkte 1,1*; 2,2* und 
3, 3* — wir denken 1, 2^ 3 auf der einen und 1* 2*, 3* auf 
der anderen Seite der Tafel gelegen; jedes Paar bestimmt 
mit den beiden anderen Paaren zv^ei zur Tafel rechtwinklige 
Ebenen 11*22% 11*33* etc.; drei Punkte aus allen Paaren 
bestimmen eine Ebene, die keinen vierten Punkt der Gruppe 
enthält und solcher Ebenen ergeben sich vi^r zu einander 
in Bezug auf die Tafel symmetrische Paare, nämlich 123, 
1*2*3*; 123*, 1*2*3; 12*3,1*23* und 1*23, 12*3*, welche 
also auch in Paaren gemeinsame Spuren und gleichen Modul 
besitzen. Die Spur des ersten Paares s^ (Fig. 24) muss die 
drei äusseren Ähnlichkeitspunkte der Kreise Mj, M.,, M^ , wir 
wollen schreiben A^ fflr den von Mj, Mg etc., also Ä^, A.^, A^ 
enthalten; die des zweiten Paares Sg verbindet den äusseren 
Ähnlichkeitspunkt von M^ und Mg mit den inneren Ähnlieh- 
keitspunkten von M^, Mg und von M^, Mj, oder die Punkte 
^3, Jg, Jj! die des dritten ist ebenso die Verbindungslinie 
von Ji, A^, tTfl, also zu bezeichnen mit s^, und die des vierten 
die von Aj^, J^, Jg und heisst also s^ Die sechs Ähnlich- 
keitspnnkte von drei Kreisen liegen also viermal au 
dreien in einer Geraden oder drei Kreise haben vier 
Ähnliehkeitsaxen. 

Betrachtet man die zugehörigen Dreiecke im Räume, z. B. 
123, 1*2*3* so erkennt man als ihre charakteristische Dop- 
peleigenschaft, duss ihre Ecken m Paaren auf drei Geraden 
•aus einem (unendlich fernenj Punkte liegen, während die ent- 
sprechenden Seiten sich in drei Punkten einer geraden Linie 
schneiden. Man sieht aber sofort, dass der Satz auch gilt, 
wenn die drei Verbindungslinien der Eckenpaare sich über- 
haupt in einem Punkte sehneiden. Wenn zwei Dreiecke 
123, 1*2*3* so liegen, dass die geraden Verbindungs- 
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linien ihrer entsprechenden Ecken durch einen Punkt 
gehen, so sehneiden sich die entsprechenden Seiten 
deraelhen in drei Punkten einer Geraden. Denn sie 
sind zwei ebene Querschnitte derselben dreiseitigen Pyramide 
und die bezeichnete Gerade ist die Schnittlinie ihrer Ebenen. 
Wenn aber diese Ebenen zusammenfallen, so behält der Satz 
seine Geltung durch Rediietion auf den allgemeinen Fall. Zwei 
solche Dreiecke bestimmen eine centrisebe Collineation ebener 
Systeme (Art. 11). 

48. Aber ferner sind die Geraden M^J^^, M^J^, M^J^ 
(Fig. 24) die orthogonalen Projectionen der Schnittlinien TOn 
jedesmal zwei Ebenenpaareu , nämlich die erste von 12*3, 
123* und 1*23*, 1*2*3 oder kürzer von 2*, 3*, 2, 3; die 
zweite in gleicher Weise von 3*, 1*, 3, 1 und die dritte von 
1*, 2*, 1, 2; sie schneiden sich daher in einem Pimkte S^„, 
dem Fusspnnkte der zur Tafel normalen Geraden von S^, 
nach S^*, wenn der erste S^ der Schnittpunkt der Ebenen 
3*, 1*, 2* und der zweite S^* der der Ebenen 3, 1, 2 ist. 
Man beweist in ganz analoger Art, dass ilfj J"-,, M^Ä^, M^Ä^f 
sich in einem Punkte Sn, ferner dass M^Ä^, M^J^, MgÄ^ 
sich in einem Punkte S^^ ^^^ ^^^^ M-^A^^, M^A^, -^3=^3 sich 
in einem Punkte S^^ durchschneiden. Wir sagen: Die Ver- 
bindungslinien der Mittelpunkte mit den Ähnlich- 
keitspunkten der jeweiligen beiden anderen Kreise 
schneiden sich viermal au drei in einem Punkte oder 
sind die sechs Seiten eines vollständigen Vierecks. 
Die Figur lehrt (Art, 8), dass je zwei dieser Punkte mit dem 
Mittelpunkte und dem Ähnlichkeitspunkte ihrer Verbindungs- 
linie eine harmonische Gruppe bilden; wir sagen kurz: Die 
Ahnlichkeitsaxen sind die Harmonikaien der Punkte 
S in Bezug auf das Dreieck der Kreis-Centra. Man 
bemerkt leicht die Gruppirung aller hervorgehobeneu Punkte 
und Linien der Tafel zu Paaren perspectivisclier Dreiecke mit 
ihren Axen und Perspectiv-Oentren. 

Auch erkennt man nun, dass die acht Punkte St, Si* 
(i = 0, 1, 2, 3) im Räume a.ls einfache Schnittpunkte, zusam- 
men mit den sechs Ahnlichkeits punkten als vielfachen und den 
sechs gegebenen Punkten als ebenfalls vierfachen Schnitt- 
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punkten die Gesammtzalil der 56 Schnittpunkte der acht 
vorhaudenen Ehenen erfüllen, sodass weitere Sätze über dieses 
System und in diesem Sinne nicht zu erwarten sind. 

Wenn inabesondere die sechs Punkte des Raumes in einer 
Ebene oder die Mittelpunkte der gegebenen Kreise in einer 
Geraden liegen, so haben wir einen Ausnahmefall: Die Kreise 
aus den Punkten dieser Geraden gehören alle dem Systeme 
an und schneiden dieselbe wegen cotan k = = cos ff recht- 
winldig. Wir erörtern nicht die iVage: Welches ist die Re- 
htion der Moduln der vier planaren Kreissysteme im allge- 
gemeinen Fiil ■^ 

i9 Wenn unter den drei Kreisen zwei von gleichen 
Ridien smd so hegt ihi äusserer Ähnlichkeitspunkt unend- 
lich fern und dei mnere halbirt ihre Centrale; sind alle drei 
\on gkichen Bdlen so hegen alle drei äusseren Ahnlieh- 
keitspunkte und ■somit he Vhnlichkeitsaxe s^ oder der den drei 
KieiBen gemeinb me i isseie Ahnlichkeitsstrahl unendlich weit, 
wahrend he übi gen he Mittelpunkte der Centralen verbinden 
und somit ein 7um Mittelpi nktsdreieck der Kreise ähnliches 
ind ähnlich „e'eoenes Dieieck von ein Viertel-Grösse mit 
biQ ah AI nl chkeitscentium bilden, die Übrigen Punkte Sn 
dagegen em solches von ■vieifdcher Grösse, etc. 

Wenn zwei dei diei Kreise einander berühren, so ist 
der Berührungspunkt derselben einer ihrer Ähnlichkeitspunkte, 
nämlich für aussehliessende Berührung der äussere und für 
einschliessende der innere; werden also zwei der Kreise zu- 
gleich vom dritten Kreise berührt, so liegen die beiden Be- 
rShrangspunkte immer mit einem Ahnlichkeitspunkte der bei- 
den erst«n in gerader Linie, nämlich mit dem äusseren oder 
inneren, je nachdem sie gleichartig oder ungleichartig vom 
dritten berührt werden; etc. 

Man sieht leicht, dass wir nur scheinbar und nur der 
bequemen und deutlichen Bezeichnung willen die centralpro- 
jectivisclie Behandlung verlassen haben. Machen wir einen 
der Kreise zum Distanzkreise, so haben wir drei lineare Reihen, 
von denen zwei projicirend sind und die paarweis einen Kreis 
von einerlei Sinn in beiden gemein haben, etc. 

Wenn man durch die Punkte 1, 2, B, 1*, 2*, 3* gerade 
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Linien von einerlei Eichtung bis zur Bildebene zieht, so sind 
ihre FnsspunMe in dieser Pj, F^, F^, Pj*, F^*, Pg* ähülich 
liegende Punkte zu den Kreisen; die Gerade P1F2 geht 
durch Ä^ und die Radien M^Fi, M^P^ sind parallel in einerlei 
Sinn, etc.; P{^Pg geht durch J^ und die Radien M^P,*, M^P^ 
sind parallel und von entgegengesetztem Sinn; Pj F^^, etc. haben 
Mif etc. zu Mitten ihrer Strecken; man erhält in Folge dieser 
Relationen ans P^, Pg die Punkte Pj und F^* als Schnitt- 
punkte der Paare von Geraden P^Ä^, P^Ai und P^J^, P^J, etc. 
Die Central protection für 1 als Centrum giebt den ein- 
fachsten Überblick der Relationen. In Fig. 24 geben die 
punktirten Geraden die Zusammenhänge der P,-. 

50. Vier beliebige Kreise M,- der Bildebene mit den 
Mittelpunkten M^, M^, M^, M^ sind, die Büdkreise Yön vier 
Paaren zur Tafel orthogonalsymmetri scher Punkte 1, 1*; 2, 
2*; 3, 3*; 4, 4*. Diese Punkte liegen zu vier in sechs zur 
Tafel normalen Ebenen. Zu je drei aus verschiedenen 
Paaren verbunden liefern sie sechszehn Paare zur Tafel 
symmetrische Ebenen 123, 1*2*3*; 123*, 1*2*3; etc. 
und sie erscheinen in Folge dessen als die Ecken von acht 
Paaren zur Tafel symmetrischer Vierecke oder Te- 
traeder 1234, 1*2*3*4*; 1234*, 1*2*3*4, etc. Solche 
Vierecke sind perspectiviseh im Sinne des Art. 47, ihre 
entsprechenden Ecken 11* etc. Hegen in vier Geraden 
aus einem Punkte (der Eichtung der Normalen zur Tafel), 
ihre entsprechenden Flächen 123, 1*2*3* etc. sehnei- 
den sich daher in vier Geraden Sa, etc. in einer Ebene 
(der Tafel); denn die sechs Kanten 12, 13 etc. des einen Te- 
traeders müssen als mit ihnen in je einer Ebene aus dem 
Perspectiv -Centrum gelegen die sechs entsprechenden Kanten 
1*2*, 1*3* etc. des anderen schneiden und viermal je drei dieser 
sechs Schnittpunkte liegen in einer geraden Linie s, nämlich 
die aus den drei Kanten des einen und denen der entspre- 
chenden Fläche des anderen Tetraeders entstehenden in der 
Schnittlinie beider Flächen; alle so erhaltenen Geraden aber 
schneiden sieli in den Funkten, in denen die zugehörigen 
Paare entsprechender Kanten sich begegnen und liegen somit 
aänimtlich in einer Ebene. Diese Ebene ist durch eine der 
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Linien s und einen jener nicht in derselben enthaltenen Schnitt- 
punkte bestimmt, d. h. durch die Schnittlinie von zwei Flä- 
chen der Tetraeder und den Schnittpunkt eines Paares nicht 
KU diesen Flächen gehörender Kanten; es können daher zwei 
Paare von Ecken in jenen Ebenen sich in denselben bewegen, 
indess sie mit dem Perspectiv-Centrura in gerader Linie bleiben, 
ohne daes die Ebene der Geraden s ihre Eigenschaft als solche 
verliert; d. h, man erhält den Satz: Wenn die Leitfiguren 
zweier Pyramiden oder Kegel ebene Querschnitte 
eines dritten Kegels sind, dessen Mittelpunkt in der 
geraden Verbindungslinie ihrer eigenen Mittelpunkte 
liegt, so durchschneiden sich dieselben in einer durch 
die Schnittlinie beider Leitcurven-Ebenen gehenden 
Ebene. 

51. Unsere acht Paare zur Bildebene symmetrischen 
und für die Richtung der Normale zu ihr perspecti vi sehen 
Tetraeder liefern durch die Schnittlinien ihrer symmetrischen 
Ebenenpa&re sechszehn Ähnlichkeitsaxen s und sechs- 
zehn harmonische Punkte jS derselben in Bezug auf die 
entsprechenden Mittelpunkts-Dreiecke nach dem Vorigen; wir 
wollen durch s^^, Sj^ etc. resp. die Geraden ^1^3 .^34.4^5, J^^Ä^iJ^^, etc. 
bezeichnen, wo Ä^^ der äussere, J^g der innere Ahnliehkeits- 
punkt der Kreise Mg und Mg sind etc.; wir wollen ebenso den 
Schnittpunkt von M^J^^, M^J^i, M^J2i mit S^^, dagegen den 
Schnittpunkt von M^J^^, M^ Ä^^, M^Ä^^, durch Sj^ bezeichnen etc. 
Dann liefert die Analyse der Lagenrelationen unserer Tetraeder 
folgende weitere Sätze: Ausser den Centralen und den 
Ähnlichkeitsaxen existiren noch zwölf gerade Ver- 
bindungslinien der Ahnlichkeitspunkte unter sieh, 
welche viermal zu dreien durch einen Punkt Ai, und 
viermal zu dreien durch einen Punkt Ji gehen nach 
der Bezeichnung ^12^34, A^s'^^i, Ait^ag^-^n ßt*='i ^^'^^P- 
jlia^Bj, Ä^^Ä^i, Jii.J'is^^'^ii 6tc- Und in jedem Mittel- 
punkte Mi convergiren vier Gerade, welche einen 
Punkt jIs, einen Funkt /; und einen Punkt Sa,, ent- 
halten nach der Bezeichnung 

A,J^S,a, A^J^S,^, A^J^S,^, Ä^J.S,^ durch J(f,; 
A^J^S^a, Ä^J^S^,, A^J^S,,_, A^J.S^^ durch 31^, etc. 
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Wir wollen auf die zahlreichen Specialfälle nicht ein- 
gehen, die hier nach Analogie von Art. 49 an bilden und zu 
besprechen wären. 

Mit fünf beliebigen Kreisen der Ebene käme man in 
gleicher Weise zu scehszehn Paaren orihogonalsymmetriacher 
Fünfeclie im Räume etc. Alle diese Vielecke sind als voll- 
ständige Vielecke im Eaume zu betrachten, also als solche 
mit (« — l)kantigen Ecken, mit (n — ^2)flächigen Kanten; 
das «-Eck mit zusammen } n (n^l) (n — 2) Flächen. Aber 
es soll auf die Lehre von diesen vollständigen w-Ecken und 
die entsprechende von den vollständigen n-Flaehen, sowie auf 
die Theorie der perspectivischen Raumfiguren hier nicht 
weiter eingegangen werden. Wir wenden uns zurück zum 
planareu Kreis system. 

52. Ein planares Kreissystem ist durch die Ahn- 
liehkeitaaxe oder Spur und einen seiner Kreise oder 
durch die Spur und den Modul cotan k, oder durch zwei Kreise 
mit Festsetzung der Gleichheit oder des Gegensatzes des ihnen 
beizulegenden Drehungssinnes und den Modul oder einen 
Punkt der Spur, oder durch drei Kreise unter Kenntniss der 
Gleichheit und des Gegensatzes im Drehungssinne derselben 
bestimmt. Es sei angenommen, dass die erste Modalität statt- 
hnde, und festgesetzt, dass immer eines der etwa in Betracht 
kommenden planaren KreJssysteme projicirend und der gege- 
bene Kreis desselben der Distanzkreis sei; auch darf nach 
Art, 27 vorausgesetzt werden, dass jedes andere durch seine 
Spur oder Ähnlichkeitsaxe und einen seiner dem Distanzkreise 
gleichen Kreise R von demselben Drehungssinne gegeben sei; 
sowie jede lineare Reihe durch den Änhlichkeitspunkt oder 
Fuaspunkt und den dem Distanzkreise gleichen und gleich- 
stimmigen Kreis E; das erste heisst eine Ebene durch die 
Spur und die Ortho gonalprojection ihrer Versehwindungslinie 
definiren. 

Wir erhalten so aus zwei planaren Systemen Cs 
iJ'''s'^' sofort die lineare Reihe, welche ihnen gemeinsam ist, 
durch ihren Ähulichkeitspunkt S in s s^* und den dem Di- 
stanzkreise gleichen und gleichstinimigen Kreis, der ihr an- 
gehört, weil der Mittelpunkt dieses Kreises It^ der Schnitt- 
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punkt der Parallelen durch C^ zu s und durch üj*^' zn s*^' ist. 
(Fig. 25.) Q' ist der Fluchtpunkt ihrer Geraden, Und auf 
diese Form ist jede andere Art der Bestimmung leicht zurück 
zu föhren. 

Ist das eine System ein System aus lauter gleichen gleich- 
stimmigen Kreisen, so dass seine Ähnlichkeiteaxe unendlich 
fern ist, so bestimmt die Grösse seines Radius die Reihe der 
Kreise, die es mit dem gegebenen 7weiten gemein hat. Wird 
es als projicirend gedacht oder duich den Diötanzkreis be- 
stimmt, so ist die Centrale dei Reihe die es mit dem zweiten 
planaren Systeme gemein hT.t die durch Ji, gehende Parallele 
zu st". Ist aber das allgemeine System dis projieirende, so 
bestimmt die Grosse des Radius fui dis andere System die 
gemeinschaftliche Reihe: Man zeichnet die ümleguug der 
Falllinie CH' der projicirenden Ebene mit ihier Normalebene 
zur Tafel in {C)II' und zieht im Abstände des gegebenen 
Radius zu Cj^H' die Parallelen wekhe aus ihi die Umlegungen 
der Punkte der Falllinie ii&schneid n deien Bildkreise zu 
den gesuchten Reihen gehören die duich sie gebenden Par- 
allelen zu s sind die Centralen dieser Reihen Zu jeder Ge- 
raden in der Tafel als Centiale giebt ts mithin zwei Kreise 
des planaren Systems mit diesem Radius die als von ent- 
ge gegen gesetztem Sinne zi leti achten sind 

53. Eiu planares System und eine lineare Reihe 
haben einen lüeis gemein, den Bildkieis des Schnittpunktes 
der Ebene und der geraden Lmie die sie darstellen — voraus- 
gesetzt also, dass bekannt sei oh die bestimmenden Kreise 
gleichen oder entgegengesetzten Sinn haben dass also (Fig. 26}- 
das planare System als projicirend durch Cs und die lineare 
Reihe durch den Durchstosspunkt S und den Bildkreis E ihres 
Verschwiudungspunktes JR gegeben sei. Die Parallele zu C^il, 
durch S giebt in s das Bild des Schnittpunktes, der nach 
ihm gehende Sü'ahl aus C, in SB^ den Mittelpunkt P^ des 
gesuchten Kreises. Die Umlegung dei; Normalebene zur Tafel 
durch die Gerade und ihres Schnittes mit der Ebene des 
Systems oder die Benutzung der Orthogonalpro je etion der 
Verschwindungslmie durch C^ parallel s und derjenigen einer 
Hilfsebene durch SE^ giebt das nämliche Resultat. 

riadler, Cyhlogrsplile. 4 
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50 I- nie Bildkveise der Punkte, ihre linearen Reihen oto, 54. 

Drei planare Systeme haben einen Kreis gemein. 
Wenn das eine System projicirend ist {Fig. 27) imd durch 
seine Spur s bestimmt wird, während die beiden anderen durch 
die Ähnlichkeitsaxen s*^' und s'^' und die Ortho gonalprojec- 
tionen der Ver schwind ungslinien r^'^' und s"^^' gegeben sind, 
so zieht man i\ durch C^ parallel zu s und bestimmt für die 
beiden ähnliehen und ähnlich gelegenen Dreiseite aus s, s'" 
und s'^' und aus r^, /^''■l, r^'^l den Ahnlichkeitspunkt JHf,; ej' 
ist der Mittelpunkt des gesuchten Kreises. 

Man kann auch von den r^ zu den Fluchtlinien q' über- 
gehen und zunächst die Central projection des Schnittpunktes 
der drei Ebenen in $' in der Schnittlinie der Ebenen 1 und 
2 bestimmen, um daraus M^ abzuleiten; das erste ist kürzer. 

Es giebt im planaren System einen Kreis von gegebenem 
Mittelpunkte M^, als Bildkreis des Schnittpunktes der von 
ihm ausgehenden Tafclnormale mit der Ebene des Systems 
— erhalten durch Umlegung des Schnittes, den die projici- 
rendc Ebene dieser Tafelnormale mit der Ebene des Systems 
macht. Der Schnitt von s mit CiMi ist das Bild M' des 
Punktes und (C)M'(M) gieht in M^{M) den Radius des 
Kreises. (Fig. 28.) 

54. Die Construction von Kreisen des planaren Systems 
mit gegebener Tangente führt auf zwei lineare Reihen, 
als Bildkreiareihen der Punkte der geraden Linien, in denen die 
Ebene des Systems von den zwei unter 45* zur Tafel geneigten 
Ebenen durch die gegebene Gerade geschnitten wird. Ist 
für Cs als das planare System (Fig. 29, Tafel IV) ^'■^^ die 
gegebene Tangente, so sind die zu ihr parallelen Tangenten 
des Distanzkreises die beiden Fluchtlinien j/, q^' der besagten 
Ebenen und SQ^', SQ^' die Bilder der Geraden beider Reihen, 
woraus in iJj''' und It^^^\ als den vierten Ecken der Parallelo- 
gramme OjQ'SR^ mit Q^' und Q.^ resp. die Mittelpunkte der 
dem Distanzkreise gleichen und gleiehstimraigen Kreise der 
gesuchten linearen Reihen hervorgehen; man hätte sie auch 
als Schnitte der zu s parallelen Geraden durch Cj mit den 
rj der beiden 45" Ebenen erhalten, die in der Entfernung 
um einen Distanzkreisradius von s'^^' beiderseits liegen, — man 
sieht sofort, dass dies mit dem Vorigen identisch ist. 
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Sollen die gesuchten Kreise mit der gegebenen Geraden 
Schnittwinkel von gegebenem Coainuswerth c bilden, so 
legt- man durch diese Ebenen mit der Tafelneigung «, für 
welche cotan « = c ist, deren Fluchtlinien also den Neigungs- 
kreis dieses Winkels « berühren, und construirt wie vorher. 
Es ist klar, dass die Bestimmung von Ereisen, welche 
einem planaren System angehören und zwei gegebene 
Gerade unter Winkeln von vorgeschriebenen Cosi- 
nuswerthen schneiden; oder von Kreisen, welche drei 
gegebene Gerade unter solchen vorgeschriebeuen 
Winkeln schneiden, etc. durch dieselben einfachen Mittel 
erledigt wird. 

55. Verlangt man, dass ein Kreis drei gegebene 
Gerade der Tafel unter Winkeln von gleichem Cosi- 
nus treffe, so hat man durch sie drei Ebenen von gleicher 
Tafelneigung zu legen und den Bildkceis ihres Schnittpunktes 
zu bestimmen; da derselben Winkelgrösse a aus derselben 
Geraden zwei zur Tafel symmetrische Ebenen entsprechen, 
so sind bei drei Geraden Sj, Sg, Sj sechs Ebenen 2„ 2[*, S^, 
E^ und Sg, S* im Spiel und die Bildkreise der Schnitt- 
punkte SiH^i:^, S^S^Ss*, .£,£ä*-S|, i:,*Ss^.i erledigen die 
Frage. Augenscheinlich haben die von der Tafel mit diesen 
Ebenen-Tripeln gebildeten Tetraeder über der Basis s^s^s^ die 
Halbirungslinien der von den Geraden s^, s^, s^ eingeschlos- 
senen Winkel zu Ortho goualprojectionen ihrer Kanten auf 
die Tafel; dieselben schneiden sich daher viermal au drei in 
einem Punkte, da die vier Schnittpunkte die Orthogonalprojec- 
tionen der Tetraederspitzen sind. Denken wir irgend einen Punkt 
in einejn dieser vier projicirenden Perpendikel, so ist er der 
Schnittpunkt von drei nach s^, s^, % gehenden zur Tafel 
gleichgeneigten Ebenen — nur mit anderem Cosinuswerth 
für jeden andern Punkt; die gerade Linie, die ihn mit dem 
Schnittpunkte von s, und s^ z. B. verbindet, ist die Schnitt- 
linie von zwei durch diese Geraden reap. gehenden und zur 
Tafel gleichgeneigfcen Ebenen. Drehen wir um s^ und s^ von 
der Tafel als Anfangslage aus mit gleichen und unveränder- 
lichen Winkelgeschwindigkeiten Ebenen, so liegen die Schnitt- 
linien ihrer entsprechenden Paare immer in einer der Nor- 
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lualebeueu zur Tafel duieli die Halbiruiigslinien der Winkel 
von % mit S2, oder das in dieser Ebene gelegene Bttachel der 
Strahlen durch den Sehuittpunkt von Sj und s^ ist gemein- 
schaftlicher Querschnitt der beiden Büschel von Ebenen, die 
dui-ch jene Bewegung erzeugt werden; da ihre Winkel entspre- 
chender Paare gleich gross sind, so sind sie projeciivisch, 
und wegen der Existenz eines gemeinschaftlichen ebenen Quer- 
schnittes und einer gemeinsamen Anfangslage der erzeigen- 
den Ebenen werden sie als von perspectivischer Lage 
bezeichnet. Es ist ersichtlich, dasa für die Drehung aus der 
gemeinsamen Anfangslage in der Tafel nach der nämlichen 
Seite derselben (wir fassen zur Festsetzung dieser Unterschei- 
dung einen bestimmten Punkt der Tafel im Innern des Win- 
kels, als mit beiden Ebenen gedeckt, ins Auge) die Normal- 
ebene durch die innere, für die nach entgegengesezten Seiten 
die Nomialebene durch die äussere Halbirungslinie des Win- 
kels S1S2 die Ebene des gemeinsamen perspectivischen Strahl- 
büschels ist. 

6C. Jeder Kreis, dessen Mittelpunkt in einer der Hal- 
birungalinien der Winkel zwischen zwei Geraden Sj, s^ liegt, 
schneidet beide unter Winkein von einerlei Coainuswerth, der 
hei demselben Mittelpunkte mit der Veränderang des Radius 
sich proportional ändert (Art. 28); ein Kreis für jeden Mittel- 
punkt berührt; die unendlich ferne Gerade als Kreis aus dem- 
selben Punkte der Geraden schneidet orthogonal; ist der 
Mittelpunkt unendlich fem, so erhält man die zur Halbirungs- 
linie normalen Geraden als die zu s, und s^ gleich geneigten, etc. 
Fügt man nun die dritte Gerade % hinzu, so gilt das 
Gleiche für die Paare s^, s^ und Sg, s^, die vier Schnittpunkte 
der Winkelhalbir enden des Dreiseits der Sj sind die Centra 
von Kreisen, welche die Geraden S; unter Winkeln von einer- 
lei Cosinus schneiden, je einer dieser Kreise aus jedem Cen- 
trum berührt alle drei Geraden und der von unendlich grossem 
Radius — die unendlich ferne Gerade — schneidet sie alle 
rechtwinklig. 

Da es somit unendlich viele Kreise giebt, die drei gege- 
bene Gerade gleichwinklig schneiden, so entspringt die Erwar- 
tung, es werde siuh immer eine Gruppe von Kreisen Hnde]i 
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lassen, welche viei- gegebene Gevade gleichwinklig 
schneiden. Man sieht jedoch sofort, dass sie nur diö Bild- 
kreise derjenigen Punkte sein könnten, welche die Normalen 
zur Tafei in den Mittelpunkten der zu dreien der Geraden 
gehörigen gleichwinklig schneidenden Kreissjsteme mit ein- 
ander gemein haben, d, h. die Bildkreise der Richtmig dieser 
Normalen; sie fallen mit der unendlich fernen Geraden zusam- 
men und diese schneidet in der That alle Geraden ihrer 
Ebene unter gleichen Winkeln. 

57. Es bleibt endlich übrig, diejenigen Elementar- 
Aufgaben Über das planare Kreissystem zu besprechen, 
bei denen zur Bestimmung der gesuchten Kreise desselben 
als Bedingung mit verwendet wird die Berührung mit ge- 
gebenen Kreisen oder das Gehen durch gegebene 
Punkte, Wir werden später sehen, dass eine ganze natür- 
liche Entwiekelung darüber hinaus auch zur Losung der- 
jenigen Probleme führt, bei denen das Schneiden mit ge- 
gebenen Kreisen unter Winkein mit vorgeschriebenen Cosi- 
nus Bedingung ist. Hier schliessen wir jedoch die letzten 
aus imd besprechen auch die erstgenannten zunächst nur 
im Allgemeinen, da die Betrachtung des speeiellsten Falles 
der zweckmässige Ausgangspunkt der ganzen weiteren Unter- 
suchung ist. 

Wir wissen, dass die Kreise, welche durch einen Punkt 
gehen, die Bildkreise der Punkte desjenigen gleichseitigen 
Eotationskegels sind, der den Punkt zui' Spitze und die 
in ihm auf der Tafel errichtete Normale zur Axe hat; und 
wir schliessen daraus, dass die Kreise des planaren Systems, 
welche durch einen gegebenen Punkt gehen, die Bildkreise 
der Punkte des Querschnittes sind, den die Ebene des Systems 
uait diesem Kegel bildet, also der Punkte eines Kegel- 
schnittes, weil die zwei in Beziehung zur Bildebene sym- 
metriseheu Ebenen und Kegelhälften zwei gleichfalls sym- 
metrische Kegelschnitt'' mit gemeinschaftlichem System der 
Bildkreise hervorbringen. 

Wir erkannten ferner die Kreise der Bildebene, die 
einen gegebenen Kreis berühren, als die Bildl^reise der 
Punkte in den Mänteln der beiden zur Tafel symmetrischen 
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gleichseitigen Botationskegel, welche durch jenen Kreis gehen, 
imd finden jetat, daaa die Querschnitte der Ebenen eines pla- 
naren Systems mit jenen Kegeln Punkt fvir Punkt durch die 
Kreise des planaren Systems abgebildet werden, welche den 
gegebenen Kreis berühren; Kreise also, deren Centra zwei 
Kegelschnitte erfüllen, da die Schnitte der Kegel mit der 
einen der Ebenen des Systems als symmetrisch zu denen mit 
der andern das ganze System der ßildkreise liefern. 

Die Forderung, daas die gesuchten Kreise des planai-en 
Systems durch zwei gegebene Kreise berührt werden^ 
oder dasa sie einen Punkt enthalten und einen Kreis 
berühren, oder dass sie durch zwei Punkte gehen, führt 
auf bestimmte Probleme, welche im Vorigen nicht enthalten 
sind und deren nähere Untersuchung uns weiterführt. Das 
Einfachste nnter ihnen ist der oben bezeichnete zweckmässige 
Aus gangspuiikt . 

II. Geometrie der Kreisbüsehel und Kreisnetze. 
Die Potenz und die Abbildungsmethoden in der Ebene 
und im Räume. 
58. Wir betrachten die Wesammtheit der durch zwei 
Punkte gehenden Kreise der Tafel oder die Bildki'eise 
der Durchdringung von zwei gleichseitigen zur Tafel sym- 
metrischen Rotationskegeln. Es ist anschaulich evident, daas 
die Durchdringungscurve der oberen Hälften der beiden Kegel 
symmetrisch zu der der unteren in Bezug auf die Bildebene 
sein muss; man sieht auch, dass die Ebene, welche die Di- 
stanz der beiden Spitzen M, M* in der Bildebene rechtwink- 
lig halbirt, in jedem Punkte, wo sie einer Mantellinie des 
einen Kegels begegnet, auch eine Mantellinie des andern treffen 
muss, da beide Kegel in Bezug auf sie orthogonalsymmetriach 
zu einander sind, wie auch in Bezug auf die Verbindungh- 
ebene ihrer beiden Äsen. Die Durchdringung ist also zu- 
gleich der ebene Querschnitt in der senkrechten Halbirungs- 
ebeue der Diatanz der Spitzen; und die orthogonale Sym- 
metrie in Bezug auf die drei erwähnten zu einander recht- 
winkligen Ebenen bewirkt, dass die drei Schnittlinien derselben 
Symmetrieaxen der Durehdringungsflgur sind und ihr Schnitt- 
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punkt eiu Symnietrie-Oentrum derselben — dessen sämmt- 
liclie Strahlen in der Ebene der Ciirve Dui'climessev der 
Cnrve genannt werden. 

Dies betrifft den im Endlichen liegenden Theil der Dui'cli- 
di-ingang; in unendlicher Ferne haben beide Kegel einerlei 
Querschnitt, den wir in der genieinaamen Fluchtlinie beider 
Kegel, d. h. im Distanzkreise abbilden, wie sofort erkannt 
wird, wenn wir die Durchdringung beider Kegel mit- 
telst Hülfsebenen durch die Verbindungslinie der 
Spitzen eonatrairen. 

Diese Gerade ist zunächst die Spur einer Normalebene zur 
Tafel, welche projicireiid ist, wenn wir C, in MM* denken; 
wir wollen es in der Mitte zwischen M und M* imd die 
Distsanz selbst gleich ^MM* festsetzen. (Fig. 30.) Jene 
Normalebene sehneidet aus den Kegeln je zwei Gferade, die 
mit MM* Winkel von 45" bilden und durch ihre beiden end- 
lich liegenden Schnittpunkte die der Tafel nächsten symme- 
trischen Punkte der Durchdringung liefern. Da die Tangen- 
tialebenen der Kegel längs dieser Mantellinien die in M und 
M* zu MM* errichteten Perpendikel zu Spuren haben (und 
die parallelen, hier die mit ihnen zusammenfallenden, Tan- 
genten des Distanzkreises zu Fiuchthaien), so sind die Tan- 
gent-en in den gefmidenen Punkten der Durchdringung als 
ihre Schnittlinien zur Tafel parallel, wie es nach der Sym- 
metrie sein muss. Man nennt diese Punkte AÄ^' die Scheitel 
der Curve und ihre zur Tafel normale Verbindungs gerade die 
schneidende oder Hauptaxe derselben. Legt man die Ebene 
der Durchdringung in die Tafel um, so kommt der eine 
dieser Punkte — wir wollen annehmen Ä — nach M, der 
andere A* nach M*, und die zugehörigen Tangenten sind 
die Perpendikel zu MM*. 

59. Wenn man nun die Hülfsebene aus ihrer zur Tafel 
normalen Lage herausdreht, so schneidet sie, so lange sie 
nicht um mehr als 45" von derselben abweicht, zwei Gerade 
aus jedem der beiden Kegel, die uns zwei Punkte der Durch- 
dringung liefern, bis bei 45" Abweichung und zugleich Tafel- 
neigung beide Kegel von ihr in zwei zu MM'* rechtwink- 
ligen und zur Tafel unter 45" geneigten zu einander paral- 
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leleu Geraden berührt werden, die mit einander eiiieu imeud- 
lich fernen Punkt der Durchdringung hervorbringen, für <ieu 
die Schnittlinie jener Hilfsebene mit der Ebene der Durch- 
dringung selbst die Tangente ist. Die Durchdringung hat 
also zwei unendlich ferne Punkte U'-^^ und ü'-^\ in denen sie 
durch diejenigen ihrer Durchmesser berührt wird, welche 
unter 45" zur Tafel und also zu den Äxen der Durchdring- 
ung geneigt sind, ihre Asymptoten, wie man sie nennt. 
Als ebener Querschnitt des Kreiakegels heisst die Durch- 
dringung ein Kegelschnitt und auf Grund ihrer reellen 
unendlich fernen Punkte eine Hyperbel, insbesondere wegen 
der Rechtwinbligkeit ihrer Asymptoten eine rechtwinklige 
oder gleichseitige Hyperbeh Wir werden sehen, dass ihre 
Eigenschaften sich an die in Art. 45 entwickelten allgemeinen 
Eigenschaften der Kegelschnitte als besondere Fälle an- 
schliessen. 

Die Centralprojection der Curve ist die senkrechte 
Halbirungslinie der Strecke MM* in der Tafel (Fig. 30) ; ist 
q' die Fluchtlinie einer der bezeichneten Hilfsebenen, welche 
in Q^ und Q^ den Distanzltreis sehneidet, so sind MQj und 
MQ^'f ^*Qi "^B^ M*öä' die Bilder der Paare der von ihr 
ausgeschnittenen Mantellinien und daher P*^>', P'^'' die der 
zugehörigen Punkte der Durchdringung; Qj und 0/ reprä- 
sentireu das andere unendlich ferne Paar der Schnittpunkte 
dieser zwei Strahlenpaare, der Distanzkreis ist also das Bild 
der unendlich fernen Hälfte der Durchdringung. Die zu 
denselben Mantellinien der Kegel gehörigen Tangentialebenen 
derselben werden durch die Tangeuten des Dietanzkreises in 
Qj" und Q^' als ihre Fluchthnien, und die zu ihnen durch M 
und My gezogenen Parallelen als Spuren dargestellt; wir er- 
halten daraus die Bilder der Tangenten der Durchdringung 
in P'^i' und P'*'' als vom gemeinsamen Fluchtpunltte Qi und 
den beiden Durchsto sapunkten Sfi^ und S,!^': Die Tangeuten 
der Hyperbel in den Endpunkten eines Durchmessers pWP'.f^) 
sind parallel. Natürlich giebt die zweite Hilfsebene, deren 
Fluchtlinie nach der andern Seite von MM* in gleicher 
Entfernung liegt, die in Bezug zur Ebene der Kegelaxen zu 
den jetzigen symmetrischen Erzeugenden und Tangential- 
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ebeueii, also die zu P<'\ P'" und ihieu Tangenten symme- 
trisclien Punkte P*li), P*''** und ihie Tangenten. 

60. "Wir wenden una nun zui Darstellung der Um- 
legung der Durchdringung m die Tafel und des Bilcl- 
kreiasystems ihrer Punkte. (Fig. 30.) 

Das Collineationscentrum © der Ebene der Durchdring- 
ung fällt in einen der Endpunkte M des Durehmessers MM* 
im Distanzkreise; ziehen wir dann durch Si'-^'* und S,<^' die 
Parallelen zu dem Strahle %Qt', so sind diese die Umlegungen 
der Tangenten und in ihnen auf den reap, Strahlen SP'"' 
und EP'^'' die der zugehörigen Berührungspunkte P', P* der 
Durchdringungshyperbel; endlich liefern die Perpendikel von 
diesen auf die Bildlinie CjP' der Cuitc die Centra P,'** und 
Pjl*> der Bildkreise und die Radien P^i'^PW, P^i^)?© der- 
selben, also die Bildkreise selbst. 

Wir müssen aber dieselben Elemente auch auf folgen- 
dem Wege erhalten. Der Punkt P'^' liegt ja auch auf der in 
MQi projicirten Mantellinie des Kegels M und auf M'-^Q^' 
von M*, und da das von ihm auf die Tafel gefällte Perpen- 
dikel seinen Pusspunkt Pj!^' in C,P'-^^' haben muss, so wird 
derselbe in der durch M gezogenen Parallele zu C^Qi ge- 
funden. Dabei erhellt zugleich, daas die Gerade MFi'-^* auf 
MSfi' rechtwinklig ist, weil die zu ihnen Parallelen C^Qi 
und 6i'^(' Radina und Tangente des Distanzkreises sind. Und 
femer, dass MP^^'-^ mit dem Radius des Bildkreises P^'-^'^pi^^ 
gleiche Länge hat, weil vor der Umklappung beide die Ka- 
theten eines gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks sind, 
dessen nicht in der Tafel gelegene Ecke der betrachtete 
Punkt P'^l der Durchdringung ist oder dessen Hypothenuse 
die Mantellinio des Kegels M, die diesen Punkt erzeugt hat. 
Wir sagen: Der Pusspunkt einer Tangente der gleich- 
seitigen Hyperbel in der Nebenaxe derselben und der 
Fusspunkt des Perpendikels von ihrem Berührungs- 
punkte auf dieselbe Nebenaxe bestimmen am Scheitel 
der Hyperbel einen rechten Winkel. Und jeder Punkt 
der gleichseitigen Hyperbel ist vom Pusspunkte des 
von ihm ausgehenden Perpendikels zur Nebenaxe 
ebenso weit entfernt, wie dieser Fusspunkt von den 
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Scheitühi. Oder, was daaselbo ist, die Bildbreise der 
Punkte der gleieliaeitigen Hyperbel mit zur Tafel 
normaler Hauptaxe, welche zur Tafel symmetrisch liegt, 
bilden die Gesammtheit der durch zwei feste Punkte gehenden 
Kreise in der Tafel; eine Gesammtheit, welche wir nennen 
wollen ein Büschel von Kreisen mit reellen Grnnd- 
pnnktcn. Die Umlegung der Durchdringung, die gleichsei- 
tige Hyperbel in der Tafel, ist der Ort der Endpunkte der 
zur Centrale senkrechten. Durchmesser dieser Kreise. 
Der Distanzkreis oder der Bildki'eis der Scheitel (Scheitelkreis) 
wird von den Bildkreisen aller anderen Punkte der gleichsei- 
tigen Hyperbel in den Scheiteln M, Jf ''■ oder im Durchmesser 
MM* geschnitten; er und dieser Durchmesser oder ein be- 
liebiger anderer der Bildkreise oder zwei beliebige Bildkreise 
bestimmen alle übrigen und die gleichseitige Hyperbel. 

Gl. Die Paare rechtwinkliger Strahlen, welche von einem 
der Scheitel nach den Fusspunkten der Ordinate und der 
Tangente jedes Hyperbelpunktes in der Nebenaxe gehen, 
bilden zwei gleichwinklige, also projectivisclie Strahlbtischel 
am selben Centrum und in derselben Ebene, und es entspre- 
chen die Strahlen jedes Paares in Folge der Reehtwinkligkeit 
einander vertauschbar. Man nennt, wie wir schon aus Art. 11 
wissen, die Vereinigung von zwei projectivischen Büscheln 
Oller Reihen zu einem Büschel resp. einer Reihe, bei welcher 
dies vertauschbare Entsprechen stattfindet, eine Involution 
in der Reihe resp. im Strahlbüschel. Der fundamentale Fall 
rechtwinkliger Paare wird als Involution rechter Winkel 
bezeichnet. Nach Art. ö ist jede aus einer solchen Involution 
im Büschel geschnittene Reihe eine Involution in der Reihe 
und jedes über einer solchen stehende Strahlbüschel wieder- 
um ein involutorisches. Für die Reihe in der Nebenaxe, 
welche die Fuaspunkte der Ordinaten und die der Tangenten 
der gleichseitigen Hyperbel in der Nebenaxe bilden, hat man 
aus dem bei M rechtwinkligen Dreieck MSiP^ von der Höhe 
C\-3f mit dem Disianzkreisradius oder der reellen Hyper- 
belhalbaxe gleich r die Relation: Das Product der Ab- 
stände entsprechender Punkte vom Centrum C^ ist 
constant, gleich — r^. Und wenn man projectivische 
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Keiheii so auf eiuaixcier gelegt denkt, dass ihre Gegeiipmikte 
Q' und il sich in einem Punkte C^ vereinigen, so wird naeli 
Art, 5 immer das Prodvict C^A' . ÄC-, gleieli einer Constan- 
ten k^, die wir die Potenz der Involution heissen lyoUen, 
welche durch diese Vereinigung entsteht. Sowie im Unend- 
lichen der Reihe Q und It' und im Endlichen die entspre- 
chenden Punkte Q' und It vereinigt sind, so liegen unend- 
iicli viele Paare entsprechender Strecken AB und AB' ver- 
kehrt aufeinander, d. h. B' auf Ä und A' auf B] denn aus 
der zwischen AS und seiner Centralprojeetiou A'B' a. a, 0. 
abgeleiteten Relation folgt für den Fall ihrer Gleichheit 

An.BR==RiS.. ^Q' = AR . Q' A' = Bit . Q' B' 
oder sowohl AM = Q'B' als auch BM = Q'A' und somit für 
Q' und M und AB' in Deckung auch A' B vereinigt. Wenn 
wie hier die Potenz negativ ist, so können die beiden Ab- 
stände entsprechender Punkte vom Centrum 0^ nie gleich, 
sondern im speciellsten Falle nur entgegengesetzt gleich, also 
entsprechende Punkte der Involution nicht vereinigt sein — 
die Involution hat keine Doppelpunkte, v/ie die Involution 
rechter Winkel offenbar keine Doppelstralilen haben kann; 
man nennt sie elliptische Involutionen; die zu beiden 
Seiten des Centrums gleich entfernten entsprechenden Punkte 
bilden das symmetrische Paar der Involution — hier die 
Endpunkte des in der Reihe liegenden Distanzkreisdurchmes- 
sers. Die Paare von Punkten A, A', die mit denselben festen 
Punkten (?, H harmonische Gruppen bilden, sodass 

GÄ GA' j 

HA ' HA' ~ 
ist, bilden dagegen eine solche Involution mit reellen 
Doppelpunkten in G, H. Denn für C, als Mitte von 
GH und GGi = C^H ^ r geht diese Relation durch 
GA = C,A + r, HA = 0,A - r, GA' = Ü,A' + r, 
HA' = C,A' — r 
über in 

C,A . C^A' = -[- ri 
Die Elemente Ä und A' sind vereinigt in den Abständen 
C,G^C,H=±r. 
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63. Wir biingeii diese geometrischen Entwickelmigen 
auf ihren algebraischen Aiisdruck. Ist für einen Punkt P 
der gleichseitigen Hyperbel die Ordinate zur Nebenaxe oder 
zur Spur ihrer Ebene PP^ = s und die Entfeniung ihres 
Fusspunktes vom Centrmu C^^Pi = j;, so ist mit C^M^r 
wegen s = PiM nach dem Pythagoräischen Lehrsätze 

Sind aber P, luid P„ die Endpunkte des in der Spur liegen- 
den Durchmessers im Bildkreise von Pj, so ist 

j, _{_ £ = CiP und */ ^ ä = G^P,., also C,P. . C,P. r% 

oder die Paare der in der Nebenaxe liegenden Bildkreis-Durch- 
messer-Endpunkte der gleichseitigen Hyberbel bilden clie näm- 
liche involutorisehe Reihe wie die Mittelpunkte der Bild- 
kreise und die zugehörigen Tangeutenfusspunkte. Durch Di- 
vision mit r* folgt der Ausdruck 

C,M ' C^M ' 

oder MP, und MP„ als zu einander rechtwinklige Gerade; 
in der That giebt es in der Tafel um den Punkt M nur ein 
System rechtwinkliger Strahlenpaare, oder die Rechtwin- 
kel-Involutionen am nämlichen Scheitel und in der- 
selben Ebene sind identisch. Auch sagt 
t±J. .l^Zl^ — 1 

aus da*s die zui Spur normale Geriide für den Puidit (y — a) 
die b^mmetiischü zui Polare des Punktes (y -{- ä) in Bezug 
auf den "^cheitell leis ist Schreibt man endlich d^ = r^ -\- y^ 
in dei \f orm y^ = ^ — r^, so erkennt man, dass 

ist odei' L MM'^- P-^L MPP^ fiär PP^ als das Perpendikel vom 
Hypei'helpunlfte P zur Hauptaxe der Curve, da diese gleichen 
Grössen die trigonometrischen Tangenten dieser Winkel sind. 
Man hat also den Doppelsatz über die schon in den Relationen 

g^ _ j/iJ = r' und «^ + ?/^ = »-^ 
anageprägte Analogie der gleichseitigen Hyperbel mit dem 
Kreise; Die Ordinate eines Punktes der gleichseitigen 
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Hyperbel oder sein rechtwinkliger Abstand von der 
Hauptaxe ist die mittlere geometrische Proportionale 
zwischen den durch ihren Pusspunkt in derselben 
bestimmten Abschnitten. Die gleichseitige Hyper- 
bel entsteht ans gleichwinkligen (also auch projec- 
tivischen) StraUlbüschein von entgegengesetztem 
Sinn, deren Seheitel die Scheitel der Hyperbel sind 
und von denen das eine die Hauptaxe, das andere die 
Scheiteltangente zum Anfangsstrahl hat; denn MF 
macht mit jener Ordinate denselben Winkel wie mit der 
Scheiteltangente, 

Auch ist offenbar der Winkel, den die Bildkreiae zweier 
Punkte der gleichseitigen Hyperbel mit einander im Scheitel 
derselben bilden, einerseits der Winkel unter dem ihre Uentra 
vom Scheitel aus erscheinen, oder der Winkel ihrer Eadien, 
andererseits der Winkel, den die zugehörigen Tangenten der 
Hyperbel mit einander bilden. 

(53. Sollte man nun die durch zwei gegebene Punkte 
M und M* gehenden Kreise eines planaren Systems 
bestimmen, so schneidet die Ebene E der Durchdringunga- 
hyperbel der Kegel M und M* die Ebene des Systems in 
einer geraden Linie, und die Bildkreise der Schnittpimkte 
p(i)^ p|ä) dieser letzten mit der gleichseitigen Hyperbel oder, 
was dasselbe ist, mit einem der beiden Kegel M, M* sind 
die gesuchten Kreise. 

Wir denken die Schnittlinie der Ebene des Systems mit 
E durch ihren Fusspunkt S und den mit dem Distanzkreise 
(Mittelpunkt Cj und Radius C^M) nach Grösse und Sinn über- 
einstimmenden Kreis vom Centmm j?, (Fig. 31) der entspre- 
chenden Reihe gegeben, und erhalten die Schnittpunkte der- 
selben mit dem Kegel M als ihre Schnitte mit den beiden 
Mautellinien, welche in der durch M und die Gerade SR 
gehenden Ebene liegen. Indem wir bedenken, dass der aus 
M durch Cj gelegte Kreis die Orthogonalprojection vom Quer- 
schnitt des Kegels in der Verschwindungaebene auf die Tafel 
und die durch B^ geführte Parallele zu SM die der Verechwin- 
dungslinie der Ebene MSS angiebt, erkennen wir die beiden 
Radien des genannten Kreises nach den Schnittpunkten 7ii<'', 
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ifjW mit dieser Parallelen als die Orthogonalprojectionen der 
fraglichen Mantellinien und ihre Schnittpimbte mit der Geraden 
SE oder der Spur von E als die Punkte P^'^', Pi*^'. Die Kreise 
aua Pj(" resp. P/^' durch M sind die Bildkreise derselben 
und die Endpunkte ihrer zu CyS normalen Durchmesser die 
Umlegungen der entsprechenden Punkte der Hyperbel P'^', 
Pol selbst. 

Man überzeugt sich leicht, dass die Benutzung von Q' 
statt Ej für die Schnittlinie der Ebene des Systems mit B (es 
ist Cji^j = Q' 8 nach Grösse und Sinn) und von dem Flucht- 
kreise des Kegels oder dem Diatanzkreise aus Cj durch M mit- 
telst der zu SM parallelen Sehne QIQ-^ desselben durch Q' 
dieselben Punkte als die Pj der zugehörigen Kegelseiten lie- 
fert. Die Parallele zu ö/'^i durch M. giebt P/", die zu 
Qä'Cj ebensoPj*^*. Die Fig. 31 enthält auch diese Consti'uction. 
Man sieht, dass für Q' im Distanzkreise in Folge des Zusam- 
menfallens von Q.^ ™J* Q' <^^i' Pani^t P,'^' uneadüeb fem 
liegt; die Gerade der linearen Reihe ist einer Asymptote der 
Hyperbel parallel und schneidet sie nur in einem — aber 
auch stets in einem — endlich entfernten Punkte. Liegt 
femer Q' ausserhalb des Distanzkreises, so hängt es von der 
Lage von 8 ab, ob die Gerade die Hyperbel überhaupt reell 
trifft; es giebt insbesondere für jedes solche gegebene Q' zwei 
zu Cj symmetrische Lagen von 8, für welche die zugehörige 
Gerade eine Tangente der Hyperbel ist — - die Berührungs- 
punkte liegen in den Endpunkten eines ihrer Durchmesser 
(vergl. Art. 59); für Q' im Innern des Distanzkreises giebt 
es solche nicht. Für Q' in C^ oder E, in S, d. h. das pla- 
nare Kreissystem als ein seine Spur orthogonal schneidendes, 
erhält man (j)/ und Q^ als Endpunkte des zu MS parallelen 
Distanzkreisdnrchmessers und in der ersten Construction fällt 
8M mit der Parallele durch iJ^ zusammen. 

fi4. Der Winkel der beiden Radien von M, welche nach 
den Mittelpunkton der gesuchten Bildkreise gehen, ist nach 
Art. 61 zugleich der Winkel, den diese Kreise mit einander bil- 
den. Da nun der nach S gehende Radius von M der Sehne 
P/'-'P,'^' zwischen den beiden vorigen parallel und also lial- 
birend für das eine Panr der von ihnen gebildeten Winkel 
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istj SO erkennt man aiis der Figur, cliiss der zum Fusspuiikte 
S gehörige Bildkreia das eine Paar der Winkel zwiacken den 
BÜdkreisen der Schnittpunkte halbirt. Wir erinnern, dass 
S der eine Ahnlichkeitspunki der fraglichen Bildkreise ist. 
Ersetzen wir aber (Fig. 31) den Schnittpunkt P'^> in der 
Hyperbel durch den zu ihm in Bezug auf die Tafel symme- 
trischen piäl* so tritt an Stelle des ersten der zweite Alm- 
lichkeitspunkt S* der Bildkreise (Art. 21), und der zu ihm 
als Centrum gehörige Bildkreis niuss der Halbiruugskreis 
des zweiten Paares der Bildkreise der Schnittpunkte sein, da 
ja diese Kreise sich nicht geändert haben. Man nennt diese 
um die Ähnlichkeitspunlrte jS, S* von zwei sich schneidenden 
Kreisen durch die Schnittpunkte derselben beschriebenen Kreise 
die Potenzkreise von jenen, und zwar entsprechend der Be- 
nennung der Ahnliehkeitspunkte selbst den äusseren und den 
inneren Potenzkreis, und man sieht, dass sie einander 
rechtwinklig schneiden, weil sie die Winkel zwischen 
den gegebenen Kreisen halbiren. Die Ahnliehkeitspunkte 
S,S* der beiden Bildkreise der Schnittpunkte einer geraden 
Linie mit der gleichseitigen Hyperbel werden daher von den 
Scheiteln 3f, M* aus unter rechten Winkeln gesehen, d, h. 
sie gehören auch zu der Involution in der Nehenaxe, welche 
die derselben angehörigen Durchmesser-Enden der Bildkreise 
der Hyperbelpunkte liefern; oder der Kreis über der Di- 
atanz der Ähnlichkeitspunkte von zwei sich schnei- 
(lenden Kreisen ist ein Kreis des durch sie bestimm- 
ten Büschels. Man hat ihn den Ä.hnliehkeitikren dei 
beiden gegebenen Kreise genannt. Existenz, und Bigenst haften 
dieses Kreises sind jedoch unabhängig davon, ob die gege 
benen Kreise sich in reellen Punkten schneiden odei nicht 
(Vgl. Art. 76.) 

6Ö. Da man aus Art. 22 weiss, dass die Ahnliehkeitspunkte 
zweier Kreise die Strecke zwischen ihren Mittelpunkten inneihch 
und äusseriich im Verhältniss der Radien theilen, so it.t das 
Strahlbüschel, welches aus einem beliebigen Punkte ubei den 
Mittelpunkten und den Ähnlichkeitspunkten von zwei Kreisen 
gebildet wird, ein harmonisches Büschel; und wenn msbeaon 
dcre der fragliche Punkt auf der Peripherie des Ähnln hkoits 
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krei-je& liegt, so diss die Stiahlen na^h den Ahnliehkelts- 
punkten leclitwmklig zu em^nd«! sind, so miissen sie nach 
Art h die Halbimngslinieii der "Winkel sein, welche die 
Stiahlen nach den Mittelpunkten mit einander bilden. Dann 
sind nach einem bekannten Eiementarsatze die Entfernungen 
des Punktes von den Mittelpunkten der Kieise gleichfalls 
ihien Radien proportional, und man sieht, diss sobald von 
dem Punkte aus reelle Tm^enteu an beide Kiuse gezogen 
weiden können, dei ^^mJel zwischen den Tangenten des 
emen Kieises dem \\inkel zwischen den Tangenten des an- 
dern gleich sein muss, da die bezüglichen rechtwinkligen 
Dreiecke aus Radius und Tangente einander ähnlich sind. 
Der Ähnliehkeitskreis von zwei Kreisen ist also der 
Ort der Punkte, von wo aus beide Kreise unter glei- 
chen Winkeln gesehen werden, oder der Ort der Wech- 
selschnitte. Wären 0^ und 0^ (Fig. 32) die Mittelpunlcte der 
gegebeneu Kreise von den Radien t\ und r^, P ein Punkt 
ihres Ähnliehkeitskreis es und Tj, T^ die Berührungspunkt? 
von ihm ausgehender Tangenten von den Längen i, an den 
einen und (^ ^^ ^^^ andern Kieis, U^ und C^ aber die 
zweiten Schnittpunkte der Geraden T, T^ mit den respectiven 
Kreisen, sowie F^, V^ die Mitten der Sehnen T^U, = 28^, 
r^tTj = SSg resp., so hat man wegen der Gleichheit der 
Winkel 0,PT, tm^ O^^PT^ 

und aus den rechtwinkligen Dreiecken PS1\ und PST.^, w« 
S der Fusspunkt des Perpendikels von P auf T^T^ ist, 
bJJl = sin r, Ol F | ^ Bin g r, P ^ ii. ^ i'j_ 
Ss • i\ sin Tj Oj vi ^ Bin ST^P t, "^ r, 
und somit s, =: s^; d. h. die Sehnen beider Kreise r^ und 
/g, die in der Verbindungslinie der Berührungs- 
punkte von einer Tangente des einen und einer Tan- 
gente des andern aus einem Punkte ihres A.hnlieli- 
keitskreiaes liegen, sind von gleicher Länge, Man 
hat sie Wechselsehnen genannt. Auch die Tangenten 
von Tj und T^ an den jedesmaligen andern Kreis sind 
gleich lang; da ihre Quadrate resp, sind T^T^ . '1\U^ und 
T,T, . T,Uj und T,U^ gleich T^ü, ist 
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66, Wenn die die Hyperbel selineidende Gerade au ilirer 
Nebenaxe rechtwinklig ist oder die lineare Eeihe aus der 
Ebene E der Durchdringung und dem plauaren System eine 
concentrische und die von ihr repräsentirle Gerade zur Tafel 
normal ist, so fällt die zu AM parallele Sehne durch R^ A. h. 
2Ji('>Ji/«l in deu Durchmesser SM seihst (Fig. 33) und der 
7.weite Ähnlichkeitspunkt S* liegt in dem dazu reelitwinkligen 
Durchmesser oder er ist der Durchstosspuukt dei Tmgente 
der Hyperbel in dem zum Bildkreise aus S geboiigeu Puakte 
P'^' resp. P'^' derselben iii der Nebenaxe und zugleich der 
zugehörige Fusspunkt der Tangente jenes Bildkrei8e=i im 
Scheitel M. (Es fallt ja P**^ mit pf^' zusammen und nach Art 
45 wird die Verbindungslinie P*('ip(2) also mr Tangente.) 
Man hat in dieser Relation ein einfaches Mittel lip bi^heitel 
M, Jlf* einer gleichseitigen Hyfierbel zu bestimmen w enn die 
Nebenaxe PjS*, ein Punkt P der Hyperbel und ihre zuge- 
hörige Tangente PS* gegeben sind; die Kreise aus P^ durch 
P und über P^S* als Dureliraesser sehneiden &ich m den 
Scheiteln. 

Ferner folgt aus der Relation z^ — y" -= dei Satz, 
dass für alle Punkte der gleichseitigen Hyperbel das 
doppelte Rechteck aus den rechtwinkligen Abstän- 
den von den Asymptoten consfant und gleich )"^ ist. 
Denn wir ziehen durch den Hyperbelpunkt P die Parallelen 
zu den Asymptoten Pff, PK resp. und haben mit PPq = y 
als der Ordinate zur Hauptaxe (Art. 62) und C,F(, = is 
(Fig. 34) 

PH=='-~-'J, PK^^-^ 

und somit ihr doppeltes Product gleich i^. 

Wir erhalten daraus eine einfache Oonatructiou für den 
im Endlichen liegenden Schnittpunkt der Hyperbel mit einer 
Geraden, die zur einen ihrer Asymptoten parallel ist, aus 
den Asymptoten und einem Scheitel M derselben. 

Man legt (Pig- 34) durch den Seheitel die Parallelen 
MD, ME zu den Asymptoten und zieht durch den Schnitt- 
punkt F der einen YOn ihnen mit der gegebenen Asymptoten- 
parallelen HF den DurclnuOBser f\F bis zum Schnitt G- mit 

J'ieaicr, Cyklogrüphis!. 5 
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der andern, um durch G die Parallele zur zweiten Asymp- 
tote zu aiehen, die mit FH den gesuchten Hyperbelpunkt P 
liefert. Denn man hat die Parallelogramme PH EG und 
MGK3 flächengleich, folglieh durch Addition von C^EGK 
ebenso die Parallelogramme CilEMD und C^HPK, was für 
die gleichseitige Hyperbel auf den vorigen Satz zuriickkommt. 

67. Daraus ergiebt sich auch die Construction der gleich- 
seitigen Hyperhel aus zwei Bildkreisen oder, was zunächst 
noch allgemeiner erscheint , aus der Axe und zwei in Bezug 
auf sie nicht symmetrischen Punkten F,P*. Man zieht durch 
beide Punkte die Paare der unter 45" zur Axe geneigten 
Geraden und erhält in derjenigen Diagonale des eutstehen- 
den Eiechtecks, welche die gegebenen Punkte nicht enthält, 
einen Durchmesser der Hyperbel, also im Schnitt desselben 
mit der gegebenen Ase den Mittelpunkt und damit auch die 
andere Ase, also die Asymptoten und beliebige weitere Punkte 
der gleichseitigen Hyperbel. Man sieht sofort, dass die 
gegebene Axe die Hauptaxe der Hyperbel ist, wenn die 
Verbindungslinie der gegebenen Funkte auf derselben Seite 
der Ase (P', P* Fig. 34) mit ihr einen Winkel macht, der 
45" Öbersteigt, und die Nehenaxe, wenn dieser Winkel unter 
45" ist. 

In dem besonderen Fall (Fig. 35), wo ein Punkt P und 
seine Tangente t nebst einer Axe zur Bestimmung der 
gleichseitigen Hyperbel gegeben ist, erhält man hieraus die ein- 
fache Regel : Man fällt von dem zur Ase symmetrischen P* des 
gegebenen Punktes das Perpendikel zu seiner Tangente t und 
erhält im Schnitt desselben mit der Äxe den Mittelpunkt C^, in 
der Normale zur Axe und den zu ihr unter 45" geneigten Ge- 
raden die andere Ase und die Asymptoten und durch sie aus 
dem gebenen Punkte beliebige andere Punkte der Curve. Die 
Scheitel folgen als Schnittpuukte der Hauptaxe mit den aus 
dem Fusspunkte der Ordinate des Punktes in der Nebenase 
durch ihn selbst beschriebenen Kreis. Immer ist die Noben- 
axe diejenige Axe, von welcher der gegebene Punkt die grös- 
sere senkrechte Entfernung hat. 

68. Die gleichseitige Hyperbel des bis jetzt betrachteten 
Büschels von Kreisen, des Büschels mit reellen Grund- 
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punkten, war aus der JsJ onualebene zur Tafel durch ihre 
Nebenaxe umgelegt, oder sie entstand als Ort der Endpunkte 
der zu dieser Nebenaxe normalen Durchmesser der Bildkreise 
aller Punkte der Durchdringung in Art. 58 f. Diese letzten 
Entwicklungen haben schon gezeigt, wie die daraiis abgelei- 
teten Oonstructionen der Hyperbel aus einer ÄKe und einem 
Paar von Punkten ganz unabhängig davon zum Ziele führen, 
ob die gegebene Äxe die Nebenaxe oder die Haupfcaxe ist. 
Offenbar kann dieselbe gleichseitige Hyperbel auch angesehen 
werden als eine TJmlegung aus der durch ihre Hauptaxe 
gehenden Normalebene zm- Tafel (Fig. 36, Tafel V); wir 
wollen diese ümlegung oder Aufrichtung speciell als die 
conjugirte der vorigen bezeichnen, weil sich zeigen wird, 
dass dieses einfache Princip zu wichtigen Consequenzen führt. 
Wir erlangen den einfachsten Ausdruck derselben im An- 
achluss an die Festsetzungen des Art. 62. Bezeichnen wir 
die beiden Axen der Hyperbel als rechtwinklige Äxen in der 
Tafel durch x und y, die in ihrem Schnittpunkte zur Tafel 
errichtete Normale als Axe s, so dass jeder Punkt P des 
Raumes die Länge der von ihm zur Tafel gehenden Nor- 
male TI\ zu seiner Coordinate s und die senkrechten Ab- 
stände des Fuaspunktes P^ von den Axen x und y in der 
Tafel zu seinen Coordinaten y und x hat; bemerken wir auch, 
dass damit der aus dem Punkte {x, y) oder P^ mit dem Ra- 
dius F^F = z beschriebene Kreis der Bildkreis des Punktes 
P oder {x, y, s) ist. Dann ward in Art. 60 die gleichseitige 
Hyperbel aus der Ebene yz in die Tafe! niedergelegt, so dass 
die s-Coordinaten ihrer Punkte der Axe x parallel wurden; 
in der Relation s^ ^ r^ + ^ (Art. 62) hatten wir die Zu- 
sammenfassung der bisher entwickelten Eigenschaften; man 
nennt sie (genau genommen mit fl;=0 zusammen) die Glei- 
chung der Hyperbel. Denken wir nun die nämliche gleich- 
seitige Hyperbel in der Tafel als Umlegung aus der Ebene 
xs, der Normalebene zur Tafel durch ihre Hauptaxe, so sind 
nun die x in der Tafel und die s als durch TJmlegung der 
Axe y parallel geworden zu interpretiren, oder die Relation, 
die wii' als Gleiehnng der Hyperbel bezeichnen, ist nun 
zu schreiben in der Form x^ = r'^ -\- ?? \ raii j/ ^^ zu- 
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saminen liefert sie alle Punkte der Hyperbel. In der Üm- 
legung ist nun die nämliche gleichseitige Hyperbel wie vor- 
her der Ort der zur Hauptaxe x normalen Durchmesser der 
ßildkreise aller Punkte dieser Hyperbel. Wir bezeichnen auch 
die Gesammtheit dieser Bildkreise als ein Büschel von 
Kreisen und^nennen es insbesondere nach dieser seiner Ent- 
stehung das conjugirte Büschel zu dem vorigen. 

69. Der aus dem Axenschnittpunkfce Oj durch die Schei- 
tel M-, M* beschriebene Kreis — der Seheitelkreis der Hy- 
perbel und der Distanzkreis der Centralprojection — der dem 
vorigen Büschel von Kreisen angehört, hat den Radius r, und 
die Relation a^* = r^ + ^ sagt aus, dass der mit dem 
Radius s beschriebene Bildkreis des Hyperbelpunk- 
tes (cc, 0, ß) den Scheitelkreis orthogonal schneidet; 
denn (Fig. 36) für D als Schnittpunkt des Scheitelkreises 
mit dem aus V^ durch (P) beschriebenen Bildkreise von P ist 

das von den Radien des Schnittpunktes mit der Centrale ge- 
bildete Dreieck ist also bei jenem Schnittpunkte rechtvfinklig 
oder der Radius des Bildkreises ist immer die Tangente des 
Scheitel kreise 8 im Schnittpunkte. Zugleich ist ersichtlich, 
dass jeder Bildkreis den Seheitelkreis in zwei reellen Punk- 
ten schneidet. Unser Büschel der Bildkreise besteht 
also nun aus den sämnitlichen Kreisen, welche aus 
den Punkten der Hauptaxe so beschrieben sind, 
dass sie den Scheitelkreis unter rechten Winkeln 
schneiden. 

Für die Endpunkte des in der Hauptaxe liegenden Sclieitel- 
kreisdurchmessers als Centra sind die Bildkreisradien Null, weil 
^ = r^ d. h. ic = + f fordert, dass 5^ ^ ist, oder entspre- 
chend den Scheiteln M, M* der gleichseitigen Hyperbel, die 
als in der Drehungsaxe x der Umlegung befindlich, an ihrem 
Platze bleiben. Wir nennen diese Punlite als Kreise vom 
Grenzwerthe Null des Radius im Büschel die Grenzpunkte 
des Büschels oder auch die Nullkreise desselben; und 
das Büschel dem vorigen als Büschel mit reellen Grund- 
punkten gegenüber das Biisehdl mit reellen Grenzpunk- 
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teil. Und mau sieht, daas von zwei conjngirten Büscheln 
das eine reelle Grundpunkte und das andere reelle Gveiv/.- 
pimkte hat, sowie dasB die Grenzpunkte des einen von 
zwei Gonjugirten Büscheln die Grundpunkte des an- 
dern sind. Sie sind die Scheitel der gleichseitigen Hyperhel, 
welche als aufgerichtet in die Normalebene zur Tafel durch 
die Hauptaxe resp. durch die Nebenaxe durch die Kreise der 
Büschel als durch die Bildbreiee ihrer Punkte dargestellt 
wird. Da die ziir Centrale rechtwinklige Ase in der Um- 
legung den Bildkreis des unendlich fernen Punktes der einen 
wie der andern Asymptote in der Aufrichtung darstellt, 
sowohl in der ursprünglichen als in der conjugirtea, so sind 
die Kreise der Büschel mit unendlich grossem Radius die 
Axen, nämlich jeweilig die Kur Centrale normale. 

70. Die Abhängigkeit eines Büschels von dem 
zu ihm conjugirten wird am prägnantesten durch den Satz 
ausgedrückt, wonach jeder Kreis des einen von allen 
Kreisen des andern orthogonal geschnitten wird. In 
der That erhält man diesen Satz unmittelbar aus den funda- 
mentalen Relationen. In der Tafel sind die z der ersten Re- 
lation (der des Art. 62) die x und die s der zweiten (Art. 68) 
die y, so dass für das Büschel mit reellen Grundpunkten 
a^.= r* -|- y^ und für das zu ihm conjugirte Büschel mit 
reellen Grenzpunkten dieselbe Gleichung oder x^ — y^ = r^ 
erhalten wird. Betrachten wir nun zwei beliebige Punkte 
PID, P(-l (Fig. 37} (x^, y,) und (a^, y^) der Hyperbel als ab- 
gebildet durch einen Kreis des ersten aus Pj<i> und resp. durch 
einen Kreis des zweiten Büschels aus P,'^', so ist 

x^ = r" + y,^ und y^ ^ x^ — r' 
und somit durch Addition beider Gleichrmgen 

«i' + V^^ = */ + Vi- 
Nun ist x^^ + y^^ das Quadrat der Centrale PjC'P^l^l beider 
Kreise und X, der Radius des ersten, y.^ der des zweiten, so- 
dass die Summe der Radienquadrate immer dem Quadrate 
der Centraldistanz gleich ist, bekanntlich die Bedingung des 
rechtwinkligen Schnittes beider Kreise. 

Wir sehen nun, dass es nur ein specieller Fall dieses 
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Satzes ist, wenn alle Kreise des zweiten Büschels den Schei- 
telkreis i'eehtwinklig aebneiden, da dieser dem ursprünglichen 
Büschel angehöi-t. Wir erinnern dabei daran, dass ffir jede 
zwei Kreise, die einander rechtwinklig sehneiden, der Sata 
gilt: Jeder Durchmesser des einen Kreises wird vom 
andern harmonisch getheilt, wenn er reell geschnit- 
ten wird. 

Die Polare eines Punktes A im einen Kreise P'^' 
in Bezug auf den andern Kreis P<^' von zwei ortho- 
gonal schneidenden geht durch den andern Endpunkt 
B seines Durchmessers, Denn (Fig. 37) für E als aweiten 
Schnitt von ÄP^'^'> mit P"' und D als Schnittpunkt beider 
Kreise ist F^<-^U . F^^^^ E ^ F^D^ und da /. ^JBB = 90" 
ist, so ist BE die Polai'e von Ä in Bezug auf P'*^. Offen- 
bar liefert dieser Satz eine Construction des Kreises, der durch 
einen Punkt geht und zwei gegebene Kreise orthogonal schnei- 
det; also nach dem Vorigen auch die Bestimmung des 
Kreises in einem Büschel mit Grenzpunkteu, welcher 
einen gegebenen Punkt enthält. Wir erhalten weiterhin 
andere Mittel dafür. 

Insbesondere fallen die Polaren des Grenzpunktes M'^ 
durch den Grenzpunkt M gehend in die Normale zu MM'^. 
In Folge dessen bilden die Polaren eines Punktes J. in 
Bezug auf alle Kreise eines Büschels ein Strahlhü- 
schel; wir finden seinen Scheitel als den zweiten Endpunkt des 
nach A gehenden Durchmessers in demjenigen Kreise des conju- 
gitten Büschels, welcher durch A geht. Auch ist E der Mittel- 
punkt dieser Polare als Sehne ihres Kreises P'^* und somit 
der Kreis P'^' der Ort dieser Mitten für aUe die Polaren 
von A] etc. 

Aus x^ — s^ = r^ folgt {x -f- ^) (ic — s) = r^, d. h, iiu 
Büschel mit Grenzpunkten haben die Abstände der Paare der 
in der Centrale liegenden Durchmesser- Endpunkte der Kreise 
vom Centnim constantes positives Produet; diese Paare bilden 
also eine involutorische Reihe mit positiver Potenz, 
oder eine Involution, in der die Paare einander nicht trennen 
und die vom Centrum in der Entfernung r liegenden Punkte 
sich selbst entsprechen — die Durchmeser-Endpunkte der 
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NuHkreise oder die (Sreuzpuiilite simt reelle Doppelpunkte 
der Involution.. In der Form 

sagt die Relation aus, dass die Polare vom Durcbmesser- 
Budpunkt (a; + s) in Bezug auf den Scheitelkreis mit 
der Ordinate desselben für den Durclimeaser-End- 
puukt {x — s) zusammeufällt. (Fig. 36.) 

71. Die Rechtwinldigkeit dea Schnittes zwischen allen 
Kreisen eines Büschels imd den Kreisen des ihm eonjugirteu 
Büschels erlaubt einen andern für das Folgende nützlichen 
Ausdruck. Zwei Kreise schneiden sich in einem Punkte 
rechtwinklig, wenn von den Radien dieses Punktes jeder die 
Tangente des andern Kreises ist; somit sind die Radien von 
einem bestimmten Kreise des einen Büscheis Tangenten für 
die (und zwar für alle) Kreise des andern Büschels und daher 
ist die Centrale des einen Büschels zugleich der Ort 
der Punkte, von welchen aus an die Kreise des andern 
Büschels Tangenten von gleicher Länge gehen. So 
für alle Pimkte der Nebenaxe, als von welchen ans stets 
reelle Tangenten an jeden Kreis des Büschels mit Grenz- 
punkten gehen. Für die Punlcte der Hauptase luid die Kreise 
des Büschels mit Grundpunkten ist zn unterscheiden zwischen 
den innerhalb der Strecke der letzten und den ausserhalb 
derselben gelegenen; von den letzten gehen gleichfalls an alle 
Kreise des Büschels reelle Tangenten von gleicher Länge; 
für die Grundpunkte selbst haben die Tangenten sämmtlich 
die gleiche Länge Null, für die Punkte zwischen denselben 
aber sind die Tangenten nicht reell. Nun ist für einen Punkt 
und einen Kreis auf allen durch den Punkt gezogenen Se- 
eanten desselben das Product der vom Punkte aiis gezählten 
Abschnitte constant, mit Berücksichtigung der Zeichen ne- 
gativ für einen inneren und positiv für einen äusseren Punkt, 
so dass die reelle Quadratwurzel aus dieser positiven Con- 
stanten im letzten Falle die Tangentenlänge vom Punkte an 
den Kreis liefert; und man nennt dieses constante Product 
die Potenz des Punktes in Be/ug auf den Kreis. Ist 
der Punkt ein innerer, so ist die Hälfte der von ihm halbirten 
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zu Memem Durehmesser rechtwiukligeii Sehne dev Wiirzel 
aus dem ahsokteu Werihe der Potenz gleich. So für die 
Pimkte der Haiiptaxe zwischen den Scheiteln. Wäre Ä (Fig. 38) 
ein solcher Punkt, so ist der Werth der Potenz desselben 
in Bezug auf alle Kreise des Büschels mit Grundpunkten 
J(f, M* consttüit, negativ und gleich AM.ÄM*\ die mitt- 
lere geometrische Proportionale dieser Abschnitte ist jene halbe 
Sehne, der Radius eines Kreises, der von allen Krei- 
sen des Bttschela in den Endpunkten je eines Durch- 
messers geschnitten wird. (Vergl. Art. 60 und weiter- 
hin Art. 92.) Die Potenz des Hyperbelmittelpunktes hat den 
absoluten Wertli r^. Für alle Punkte der Nebenase wie 
der Hauptaxe der gleichseitigen Hyperbel ist hiemach der 
zusammenfassende Ausdruck gerechtfertigt, daas sie Punkte 
gleicher Potenzen für alle Kreise des Büschels mit 
Greiizpunkten resp. des Büschels mit Grundpunkten 
sind, oder dass diese Äxen die Linien gleicher Poten- 
zen oder die Radieal-Axen dar Kreise der Büschel sind, 
oder auch irgend eines Paares von Kreisen, welche 
einem dieser Büschel angehören. 

Wir erwähnen nur kurz, dass hieraus für jede die Kreise 
des Büschels schneidende Gerade der Satz entspringt, daas 
die Paare ihrer Schnittpunkte mit den Kreisen des 
Büschels eine Involution bilden, in der der Schnittpunkt 
mit der Potenzlinie des Büschels dem unendlich fernen Punkte 
entspricht und deren Doppelpunkte in den die Geratle be- 
rührenden Kreisen des Büschels liegen. 

72. Die Potenalinie oder Radical-Äxe von zwei Kreisen 
ist also ihre gemeinschaftliche Secante, wenn sie sich reell 
schneiden; sie wird zur gemeinsamen Tangente im Berüh- 
rungspunkte der Kreise, wenn diese einander berühren, gleich- 
viel ob aus schliea send oder einschliessend. Ist der Radius 
des einen Kreises unendlich klein, so ist die Potenzlinie die 
Verbindungslinie der Mittelpunkte aller von ihm ausgehen- 
den Strecken, die in der Polare des Punktes in Bezug auf 
den andern Kreis endigen; so fü^ einen Grenzpunkt und einen 
beliebigen Kreis des Büschels mit Grenzpunkten: Die Polare 
des Grenzpnnktes M* in Bezug auf alle Kreise dos Büschels 
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ist die Scheiteltaiigente der Hyperbel in M, und um 
Die Potenzlime zwischen gleichen Kreisen ist die senlo-eclite 
Halbirangslinie ihrer Centraldistanz; die Potenzlinie zwischen 
zwei Punkten die senkrechte Halbirungslinie ihres Ahstan- 
des; so fiir die Grenzpunkte M, M^. 

Ist ferner der Radius des einen Kreises unendlich gross, 
so fällt die Potenzlinie, gleichviel ob der Eadins des andern 
endlich oder Null ist, mit der den ersten vertretenden Ge- 
raden zusammen; die Linie gleicher Potenzen liegt hi der 
'LViv Centrale des Büschels normalen Axe der Hyperbel (vgl. 
oben Art. 71). 

Wenn zwei Kreise von einem dritten Kreise geschnitten 
werden, so liegt der Convergenzpunkt der Sehnen, die sie 
mit ihm gemeinsam haben, in ihrer Potenzlinie; denn seine 
Potenzen in Bezug auf sie sind beide gleich seiner Potenz 
in Bezug auf den dritten. Die Potenzlinie der beiden Kreise 
ist die von auf ihre Centrale gefällte Senkrechte — ein 
zur Construction derselben im Falte der nicht schnei- 
denden Kreise practisclies Mittel. 

Überhaupt schneiden sich die Potenzlinien der ans drei 
Kreisen der Tafel gebildeten Paare in einem Punkte; denn 
der Schnittpunkt dei Potenzlinien der Kreise 1 und 2 und 
der Kreise 2 und S hat auch in den Kreisen 1 und 3 gleiche 
Potenzen nach dei Definition. Man nennt diesen Punkt das 
PotouÄcentium oder Eadicaicentrnm der drei Kreise. 
Wenn sie sich schneiden, so ist er der Schnittpimkt ihrer 
gemeinsamen Sehnen, im Falle des Berfihrens der gemein- 
samen Tangenten. Ftir drei gleiche Kreise, insbesondere für 
drei Punkte, ist das Potenzcentrum der Schnittpunkt der senk- 
rechten Halbimngslinien ihrer Centralen in Paaren, Für drei 
gerade Linien als gleiche Kreise von unendlich grossen Ra- 
dien ist als' Potenzcentrum jeder der vier Schnittpunkte der 
Halbimngslinien ihrer Winkel anzusehen. 

73. Wir nennen auch den um das Potenzcentrum mit 
der Quadratwui^el aus der gemeinsamen Potenz als Radius 
beschriebenen Kreis den gemeinsamen Potenzkreis; sein 
Radiusquadrat ist das der Länge der gleichen Tangenten oder 
der halben Länge der kleinsten Sehne durch das Centrum; 
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in den besoudereu Fälleu wiril daher der Putenzkreis t'i'u- 
drei Punkte der durch sie gehende Kreis, für drei Gerade die 
imendlich ferne gerade Linie. 

Wesin insbesondere über den Distanzen von drei belie- 
bigen Punkten A, B, C als Durchmessern Kreise beschrieben 
werden, so ist der Schnittpunkt der drei Höhen AÄ', Sli', 
CG' des Dreiecks ABC ihr Potenzcentrum und der mit den 
zugehörigen Tangenten längen resp. kleinsten Haibsehnen oder 
den geometii sehen Mitteln der Höhenabschnitte lun dasselbe 
beschriebene Polarkreis des Dreiecks der Potenzkreis der ge- 
nannten Kreise, Er wird von ihnen beim spitzwinkligen Drei- 
eck diametral, beim stumpfwinkligen orthogonal geschnitten. 
Ziehen wir ferner aus den Ecken A, B, C gerade Linien 
AA*, -B-B*, CG* und beschreiben wir über den zwischen 
den Ecken und den Gegenseiten in ihnen enthaltenen Strecken 
AÄ*, BB*, GG* als Durchmessern Kreise, so ist derHöhen- 
schiiitt auch ihr Potenzcentrum und das Product 0.^4 .0^.' 
= OB .OB' ^ OG .00' der Höhenabaehnitte der gemein- 
same Werth der Potenz, woraus der Iladiua des Potenzkreises 
erhalten wird. 

Sind A*, B*, (7* insbesondere die Schnittpunkte von BC, 
ÜA, AB mit einer Geraden, so sind AA*, BB*, CG* für jedes 
der vier Dreiecke ABG, ÄB-*C*, BG'*A*, CM*J5* Strecken 
von den Ecken zu den Gegenseiten und daher die Polar- 
kreise dieser vier Dreiseite, d. h. die aus ihren Höbenschnitt- 
punkten mit den geometrischen Mitteln ihrer Höhen- Absclmitt« 
als Radien beschriebenen Kreise, orthogonal zu den über 
AA*, BB*, CG* als Durchmesser beschriebenen Kreisen. 
Sie bilden daher ein Böschel wie jene nnd zwar das con- 
jugirte zu dem Büschel derselben. 

Drei Kreise 'K^, K^, Kg von den Radien 'ri,r.^,r^ liefern 
durch die Verbindnngs strecken ihrer drei Paare von Ahulich- 
keitspunkten aK Durchmesser von Kreisen die drei Ähnlicb- 
keitskreise Kj^, Kgg, Kj^, die Orter der Punkte, deren Ab- 
standöverhältnisa von den Mittelpunkten der Grundkrejse dem 
der Radien derselben gleich ist, sodass man für den ersten, 
zweiten, resp. dritten die Relationen hat 
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und (lii jede von diesen die Folge der beiden imilei'en ist, so 
sehen wir, dass die drei Ähnlichkeitskreise ein Büschel 
bilden oder dieselbe Potenzlinie und Centrale und m jener 
ein reelles oder nicht reelles gemeinsames Paar von Punkten 
haben. Dies ist die Wiederholung des im Vorigen für das 
allgemeine Vierseit Gesagten für das Vierseit der Ahn- 
lichbeitsaxen zu drei Kreisen, 

l^. Nach dieser Erörterung der nächstliegenden Oonse- 
quenzeii losen wir zunächst die Aufgabe des Art. 63, die einer 
gegebenen linearen Reihe angehörigen Kreise eines 
Büschels zu construiren, auch für das Büschel mit Grenz- 
punkten. Wennwir ein solches Büschel durch zwei seiner Kreise, 
d. h. durch zwei sieh nieht reell sehneidende Kreise gegeben 
denken, so wissen wir aus Art. 68, dass die zugehörige gleich- 
seitige Hyperbel durch die Endpunkte ihrer zur gemeinsamen 
Centrale rechtwinkligen Durchmesser bestimmt ist und damit 
das Büschel selbst, wie auch inabesondere seine Grenzpunkte, 
die Scheitel der Hyperbel. Wir nehmen wieder den Scheitel- 
kreis der Hyperbel und des Büschels als Distanzkreis und 
geben eine in der Normalebene der Tafel durch die Haupt- 
axe der Hyperbel gelegene Gerade durch ihren Pusspunkt S 
in der Hauptaxe und den Bildkreis eines ihrer Pimkte, etwa 
insbesondere den ihres Verschwindungspunktes B, der dem 
Distanzkreise gleich und gleichstimmig ist; sie wird die gleich- 
seitige Hyperbel im Allgemeinen in zwei Punkten P'^* und 
P*'' schneiden, deren Bildkreise die verlangten Kreise sind. 

Wir denken (Fig. 39) die Gerade 8B mit ihrer Normal- 
ebene zur Tafel in diese umgelegt in S{R) und erhalten die 
TJmlegnngen der Punkte Pl" und P(^* als Scbnittpunlite ihrer 
Umlegung mit der mit umgelegten Hyperbel des Büschels. 
Dabei wird offenbar-, dass diese Schnittpunkte in der üm- 
legung dieselben sind, ob wir die Hyperbel und die umge- 
legte Gerade wie geschehen als aus der Normalebene durch 
ihre Hauptaxe oder als aus der Normalebene durch ihre 
Nebenaxe umgelegt ansehen. 

Indem wir aber das letzte thun, wird die Gerade S{S) 
zur Umlegung - derjenigen Geraden der Normalebene durch 
die Nebenaxe, welche in ihrem Durchschnitt S* mit dieser 
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iiiren Diirchstosapuiikt und für woiclio der dem Distaiizkveise 
gleiche und gleiehstimmige Kreis den Mittelpunkt R* hat; 
deuii (R*) Hegt im Abstände r = MO^ ^ C^M* von der 
Nebenase, wie Torher (M) in deniaelben Abstände von der 
Hauptaxe. Man scLneitlet nun (nacli Art. 63) die Parallele 
zu S*M durch Bj* mit dem aus M durch C^ beschriebenn 
Kreise in P*iii und P*(^i, erhält in den Radien dieser Punkte 
und auf der Nebenaxe die Punkte P^*"» und F*'-^\ ans ihnen 
dareli Perpendikel zur Nebena,\e m dei Umlegung der Geraden 
die Schnittpunkte P'^' und P<^* mit dei umgelegten Hyper- 
bel ujid durch die Perpendikel zui Hauptixe in P^f'Pj'^' die 
Ceutra der Kreise des Büschels mit fiieiizp unkten, die der 
Aufgabe entsprechen. Die gefundenen Kreise (ilui'ch P'" 
und P'*' resp.) sind zum Distanaki eise als dem Scheitelkreis 
der Hyperbel orthogonal, sonie die m der analogen Auf- 
gabe des Art. 63 zu ihm diametral sind. 

75. Augenscheinlich hat man in der Construction der 
vorigen Aufgabe zugleich die Construction der Schnitt- 
punkte einer beliebigen Geraden mit einer durch 
ihre Scheitel bestimmten gleichseitigen Hyperbel 
gefunden. Man betrachtet dieselbe als die Ümlegung einer 
Geraden aus der durch die Nebenaxe der Hyperbel gehen- 
den Normalebene zur Tafel und construirt che Schnittpunkte 
aus S* und U^* wie vorher. Macht die Gerade gleiche Winkel 
(also 45°) mit den Axen, so wird SR^ = S*Ei* = r \md 
Pl^l fällt in che Parallele durch M zur Nebenaxe, d. h. der 
eine Schnittpunkt der Hyperbel des Büschels und der Ge- 
raden der linearen ßeilie — einer Reihe mit gemeinsamem 
Beröhrungapunkte — ist unendlich fem. Wir wollen nur 
den besonderen Fall noch betrachten, wo die Gerade zur 
Hauptaxe normal oder die betrachtete lineare Reihe eine 
conceutrische und daa Büschel ein Büschel mit Grenzpunkten 
ist, weil in derselben sich die entwickelte Construction zu- 
nächst zu versagen seheint. (Der Fall der concentrischen 
Reihe im Büschel mit Grundpunkten ist offenbar durch Art. 
66 schon erledigt.) Ist jS" der Fusspunkt der Geraden in der 
Hauptaxe (Fig. 39), so sind alle Bildkreise ihrer Punkte, an- 
gesehen als Umlegungen aus der Normalebene zur Tafel 
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durch die Nebenaxe, Kreise vom Badius C^S", und da nach 
der Erörterung der Durchdringung der gleichseitigen zur 
Tafel normal-axigen Eotationekegel aus M und M^ m Art. 
58 für jeden Punkt P derselben der Fusspuukt P^ der nu- 
gehörigeii Tafelnormale im Abstände TF^ von beiden Kegel- 
spitzen liegt, so sehneidet ein Kreis um M mit dem Eadiua 
OiS** aus der Nebenaxe die zwei Punkte aus, deren Perpen- 
dikel zu dieser die Schnittpunkte P'"^', P'"^' der Hyperbel mit 
der betrachteten Geraden liefern. In Fig. 39 geben die punk- 
tirten Linien diese Construction, 

Die Schnittpunkte der Nebenaxe selbst mit der gleich- ■ 
seitigen Hyperbel ergeben sich darnach als ihre Schnittpunkte 
mit den Kreisen vom Kadius Null, die man um die Scheitel 
beschreiben kann. Wenn man sich diese Kreise als die Oite 
der Schnittpunkte rechtwinkliger Strahlenpaare aus den End 
punkten eines Durchmessers vorstellt, so sieht mau, dass 
diese Strahlenpaare die Involution rechter Winkel um den 
betrachteten Scheitel bilden und dass die Reihe ihrei Schintt 
punkte mit der Nebenaxe die involutorische Reihe des Art. 61 
vom Mittelpunkte C^ und der Potenz — r* in derselben ist. 
Ihre sich selbst entsprechenden Punkte sind nicht reell und 
liegen in Abständen + r ^ — 1 vom Centrnm C^ ; sie sind 
die Grenzpunkte des Büschels mit Grundpunkten und die 
Grundpunkte des zu ihm conjugirten Büschels mit Grenz- 
punkten; der mit r um C^ beschriebene Kreis, der Scheitel- 
kreis der gleichseitigen Hyperbel, giebt uns das einzige zum 
Centralpunkte symmetrische Paar dieser Involution. 

76. Wir haben in Art. 64 den Ausdruck Potenzkreise 
gebraucht für, die um die Ähnlichkeitspunlde zweier Kreise 
als Centra beschriebenen Kreise des durch sie bestimmten 
Büschels und wollen nun diese Kreise in dem Zusammenhang 
der zuletzt gemachten Entwiekelungen betrachten. Wir können 
kurz sagen, sie veranschaulichen die Potenz des gemein- 
samen AhnUchkeitspunktes für zwei verschiedene 
Kreise, so dass man daraus für zwei sich deckende Kreise 
die Potenz eines beliebigen Punktes wieder erhält. 

Wenn man nämlich durch einen Ahn lichkeitsp unkt iS 
von zwei beHebig gegebenen Kreisen i]i der Ta.fel irgend zwei 
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gerade Linien zieht, welche in Äi, Sj und resp, Cj, Di den 
ersten Kreis und in Ä^, B^ resp. C^, D^ den zweiten Kreis 
schneiden (Fig- 40), so dass Puntte von einerlei Buchstaben 
entsprechende Punkte in der Ähnlichkeit der Kreise für den 
benutzten Ähnliehkeitspunkt S sind, so ist 

SA^ . SUa = SBi . SA., = S(\ . SB, = SD, . SC,. 

Denn zieht mau z. B. die Sehnen ^iDj, B^C^ und A,D^, so 
ist die erste der letzten als der ihr entsprechenden Geraden 
parallel und die Winkel der Vierecke A^ B^ G, D^ und A^B^^ C, D, 
sind daher paarweis einander gleich; es muss also das zweite 
einem Kreise eingeschrieben sein, weil das erste dem ersten 
Kreise eingeschrieben ist. Auf gleiche Weise findet man aus 
den parallelen Sehnen A^Ci, Ä^G^, dass A^B^DiC, ein Kreis- 
viereck ist, aus den Parallelen B^Ci, B^G, dasselbe für 
A^B^C^Di nnd aus B,Di, B^D^ für A^B^D^C^. Die oben 
geschriebenen Relationen drücken aber genau nichts anderes 
aus als dies. Man nennt das für alle Strahlen aus dem Ahn- 
lichkeitspnnkte constante Produet der Abschnitte, welche die 
nicht entsprechenden Punktepaare beider Kreise in ihnen bil- 
den, die gemeinschaftliche Potenz der beiden Kreise 
in Bezug auf diesen Ähnliehkeitspunkt und imteracbei- 
det innere und äussere gemeinschaftliche Potenz, je 
nachdem der benutzte Ähnliehkeitspunkt der innere oder der 
äussere ist. 

Mit den Bezeichnungen i\, f\, a^, a.^, i^, \, c des Art. 22 
hat man auch für den Werth der Potenz des äusseren Ähn- 
lichbeitspunktes 

p^ = («1 + i\) («2 - r,) = (a, — r^) (a, -f r,) = 

(,v^.v + ") (Ä - '•) = (^^- ^'' ~ (•■■ - '-''"i ■ 

und ebenso für die des inneren 

H, s (i, + •■,) (i ,+ •■,) - (f'^ + ■-.) (- ;r"-,. + •■>) - 

Mau sieht, jene verschwindet bei einschUessender Berüliruutf, 
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d, h. für = r^ — r^, und diöse bei ausschliesseniJer Berüii- 
ruDg oder für c = r^ -{- r^; sie können auch negativ werden, 
nämlieli jene für r, — i'j. > c und diese für r^^ + r^ < c, d. h. 
bei einachliessender resp. ausaeliliesaender Lage der Kreise. 
Jedes Paar von Punkten in einem Abnlichkeitastrahle, fiir 
welches das Product der Abstände vom Abnlicbkeitspunlde 
diesen conatanten Wertii hat — auch dem Vorzeichen nach, 
— wenn vfir dasselbe nach der Gleichheit oder dem Gegen- 
sätze des Sinnes der Strecken vom Ähnlichkeitspunkte nach 
den Schnittpunkten als positiv oder negativ bestimmen, heisst 
ein Paar von potenzhaltenden Punkten für diesen Ahn- 
iichkeitspmikt und diese Kreise; und zwei Paar poteuzhaltende 
Punkte in zwei verschiedenen Strahlen desselben Ähnlicbkeita- 
punktea liegen immer in einem Kr eise; offenbar schneidet auch 
jeder andere Strahl aus demselben Ahnlichkeitspunkte diesen 
Kreis in einem weiteren Paar von potenzhaltenden Punkten, 
Derselbe schneidet beide Kreise imter gleichen Winkeln. Man 
liann sagen, dass die Punkte der potenzhaltenden Punkte- 
paare einander vertäu sehbar also nach Art der Elemente 
der Paare einer Involution entsprechen; diese Correspon- 
denz oder Abbildung soll jetzt mit Unterscheidung der 
wesentlichen verschiedenen Falle näher besprochen werden. 
77. Wenn sich die gegebenen Kreise in reellen 
Punkten schneiden, und ÄÄ-^B^A^B^ ein Strahl aus dem 
äusseren Ahnlichkeitspunkte Ä ist (Fig. 41), so hat man für 

ÄÄ, . AB, = AB, . AA^ = ÄC', 
weil positiv, in der Länge .4(7 den !Badius des äusseren Po- 
tenzkreises und bezeichnet die Abhängigkeit der Punkte -4, 
und B^ und wieder Bi und A2 von einander als Abbildung 
durch reciproke Radien in Bezug auf den äussern 
Potenzkreis als Distanzkreis. Denkt man nämlich den 
Radius des äussern Potenzkreiaes als Einheit der Länge, so 
sind die Abstände entsprechender Punkte auf demselben Ähn- 
lichkeitsstrahl vom Ahnlichkeitspunkte reciproke Längen, oder 
für X, X' als ein solches beliebiges Paar potenzhaltender 
Punkte ist 

AX.AX' = 1; 
oder mit dem Radius Ta des äusseren Potenzkreiaon aligemeini^v 
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AX.AX' = rA^. 
lat dagegen J der innere Älinlichkeitspunkt der Kreise 
und sind die Punkte G^, Dj, C^, D^ die SehnittpuiJcte der 
Kreise mit einem von ihm ausgehenden Ähnliehkeitsstrahle, 
so daaa 

JC, . JJ)^ = JZ), . JC, ist, aetacn wir = JC*^, 
90 ist, weil diese Producte positiv sind, JC* der Radius des 
inneren Potenzkreises; oder für X, 5' als potenzhaltende 
Punkte eines Strahles aus J und r., als Radius des inneren 
Potenzkreises 

JX . JX' = rß, 
die Abbildung durch reeiproke Radien in Bezug auf 
den inneren Poteuakreis als Directrixkreis. 

In beiden Fällen entsprechen die Punkte des Direc- 
trixkreiees und nur diese sich selbst. 

Sind G und H die Punkte des Directristreises in dem 
Durchmesser der Punkte X und X', so ist die Gruppe GHXX' 
eine harmonische Gruppe; denn die harmonische Relation 

GX.HX' -\-GX' .HX^'O 
geht für M als Mittelpunkt des Segments GB oder des Di- 
rectrixkreis es wie in Art. 61 Über in 

WG^ = MH" = MX . MX'. 
Man sieht daraus, dass der nach reciprokeu Radien in 
Bezug auf einen gegebenen Directrixkreis dem Punkte 
Xentsprechende Punkt X' der Schnittpunkt des nach 
X gehenden Durchmessers mit der Polare von X im 
Directrixkreise ist. Insbesondere entspricht auch deshalb 
jedem unendlich fernen Punkte der Mittelpunlrt des Directrix- 



Wenn X^, F-,, Xg, Y^ die Schnittpunkte zweier Ähnlich- 
keitsstrahlen 1 und 2 im einen oder anderen Falle mit einem 
Kreise K sind, so dass für S als Ähnlichkeit spunkt 

SX^.Sll^^SX^.SY^ 
ist, so wird für ihre nach reciproken Radien, für den entspro- 
chenden Potenzkreis vom Radius rp entstehenden Bilder X/, etc. 
SXi . SX; = V, etc. 
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und somit 

oder auch diese liegen auf einem Kreise K'; und da dies für 
alle Punktepaare des Kreises K in don schneidenden Ähnlich- 
keitsatrahlen gilt, so entspricht einem Kreise nach reci- 
proken Radien wieder ein Kreis. Die Schnittpunkte 
solcher entsprechenden Kreise liegen nothwendig auf dein 
Directixkreise. 

Wenn wir sahen, dass awei Paare potenzhaltender Punkte 
in vereehiedeüen Ähnlichkeitsstrahlen immer in einem Kreise 
liegen, so sehen wir nan, dass ein solcher Kreis sich selbst 
entspricht, indem jedem seiner Punkte der auf demselben 
Ähnlichkeitsstrahle oder Radius vector liegende zweite Punkt 
in ihm entspricht; die berührenden Radien vectoren liefern 
als Berührungspunkte die sich selbst entsprechenden oder 
vereinigten unter diesen Paaren und diese müssen nach dem 
Vorigen auf dem Directrixkreise liegen, d. h. ein solcher 
Kreis schneidet den Directrixkreis rechtwinklig. Ist 
also R sein Radius und o der Abstand seines Mittelpunktes 
vom Centrum seines Directrixkreiaes, so hat man o^^p-\-B^, 
weil derWerth der Potenz p das Radiusquadrat des Directrix- 
kreises ausdrückt. Man zeichnet ihn darnach in Fig. 40 leicht ein. 
Ein Kreis vom Radius r geht für reciproke Radien vom 
Anfangspunkte in der Distanz o von seinem Mittelpunkte 
und vom Radius der Direetrix gleich Eins in einen Kreis 
vom Radius / über mit r = - ,— -— ; und der Entfernung des 
Mittelpunktes vom Anfangspunkte o' ^ ,, ___ ^ ^ ■ Denn für 
A', B' als Bilder der Endpunkte A, B seines von aus- 
gehenden Durchmessers hat man 

OA' — OB' = 2r' = ^. — j^, = ^Z-^'-,; 
und 

OB'+r- 4-, + r-,' = «---V' ■ 
Für p als Radiusquadrat der Direetrix träte der Factor p hin- 
zu; die Abbildungen desselben Originals durch reciproke Ra- 
dien aus demselben Centruni sind ähnliche und ähnlich go- 
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legene Figuren mit dem "Verhältnisse der entsprechenden Po- 
tenzen als Äholichkeita Verhältnis 8. 

Denkt man die benutzten Kadien veetoren einander un- 
endlich nahe, so wird jeder durch ihre Sehnittpunktpaare mit 
entsprechenden Kreisen gellende also sich selbst entsprechende 
und zum Potenzkreis P normale Kreis zuoi Berührungs- 
kreise derselben in diesen Punkten wie in A^, B^, resp. B^, 
f?! in Fig. 41, und der zugehörige Radius veetor schneidet da- 
her beide entsprechenden Kreise in den entsprechenden Punk- 
ten unter gleichen Winkeln von entgegengesetztem Drehunga- 
sinne, Daraas folgt der aligemeine Satz: Entsprechende 
Winkel, d.h. Winkel zwischen entsprechenden Linien- 
paaren, in Figuren, welche durch die Abbildung nach 
reciproken Radien von einander abhängen, sind gleich 

78. Wir sprechen die gewonnenen Resultate in Bezug 
auf das Kreisbüschel mit reellen Grundpunkten a.us, 
welches die gegebenen Kreise bestimmen und dem auch ihre 
beiden Potenzkreise angehören: Wenn man durch einen Punkt 
der Centrale, d. h. der Nebenaxe der zugehörigen gleichsei- 
tigen Hyberbel, gerade Linien zieht, welche die Hyperbel 
schneiden, sodass jener Punkt ein gemeinsamer Ahnlichkeits- 
punkfc ist für die Paare der Bildkreise ihrer Schnittpunkte 
mit derselben, so ist in jedem dieser Paare der eine Kreis 
die Abbildung des andern durch reciproke Radien in Bezug 
anf den dem Büschel angehörigen Kreis als Directrix, der 
. jenen Ähnlichkeitspnnkt zum Centrum hat, Der unter 45" 
zu den Äsen geneigte unter jenen dtrahlen liefert im Bild- 
Ifreise seines im Endlichen liegenden Schnittpunktes mit der 
Hyperbel des BüMchels einen Kreis, dem die Hauptaxe der- 
selben nach reciproken Radien entspricht; es ist klar, dass 
derselbe durch den Mittelpunkt des Directrixkreises, den Fuss- 
punlit der betrachteten Strahlen, hindurchgeht; Don Kreisen 
durch den Mittelpunkt der Directrix entsprechen 
nach reciproken Radien gerade Linien, nämlich für 
jeden die Potenzliuie zwischen ihm und dem Direc- 
trixkreise. Wir fügen hinzu, genau genommen immer zu- 
sammen mit der unendlich fernen Geraden, welche die ent- 
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sprechenden auf allen KatJieu vectoren zu dem mit dem Cen- 
trura der Directrix zu saiiimenf allenden ersten Schnittpunkte 
derselben mit dem Originalkreise enthält. 

Wenn Bild- und Originalkreis sich berühren, so dass die 
zugehörige gleichseitige Hyperbel in das Paar der zur Cen- 
trale unter 45" geneigten Geraden durch den Berührungspunkt 
übergeht, so wird der Potenzkreis um den Berührungspunkt 
ein Kreis Tom Badius Null; der andere Potenzkreis, der beide 
Kreise in ihrem Berührungspunkte auch berührt, ist ihr end- 
licher Directrixkreis für die Abbildung durch reciproke Radien. 
79. Die Eutwjckelungen des Art. 75 fanden wir unab- 
hängig von dem Umstände, ob die zwei gegebeneu Kreise 
sieh in reellen Punkten achneiden oder nicht, und ebenso 
gültig flir den äusseren wie für den inneren Ähniichkeits- 
punkt; für die Ent Wickelungen der beiden vorigen Artikel 
haben wir zuerst das Büschel mit Grondpnnkten betrachtet und 
wollen nun das Büschel mit Grenzpunkten untersuchen 
oder das Paar von Kreisen, die sich nicht reell durcb- 
sebnejden. Man sieht zuerst, dass bei Kreisen, die einander 
ausschiiessen, für den äusseren Ahnlichkeitepunkt und Potenz- 
kreis dieselben Ergebnisse fortbestehen: Dieser ist der Direc- 
trixkreis reciproker Radien, für die der eine Kreis des Paares 
das Bild des andern ist. Nicht so bei einander ausseblies- 
senden Kreisen (Fig. 42) für den inneren Ahnlichkeitepunkt 
und Potenzkreis und nicht bei einander einschliessenden Krei- 
sen für den äusseren; denn für S als den bezeichneten Ähn- 
lichkeitspunkt ist in jedem dieser Fälle mit A^, B, als den Punk- 
ten eines Ähnlichkeitsstrahles im ersten und mit A^, H^ als 
den entsprechenden im zweiten Kreise das consta.nte Product 
BA, . SK. = SB, . SA, 

negativ, setzen wir gleich — SC* . Nennen wir auch in 
diesem Falle den um S mit SC* beschriebenen Kreis den 
inneren resp. äusseren Potenzkreis, so ist derselbe doch nur 
der mit dem reellen Factor des Radius SC*"]/^ 1 beschriebene 
Stellvertreter des eigentlichen Potenzkreises, welcher auch 
die nicht reellen Schnittpunkte der gegebenen Kreise miteinander 
und mit der Nobenn.xe der 7Min läiischel der Kreise geliörigen 
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gleichseitigen Hyperbel enthält. In Bezug auf diesen nicht 
reellen Kreis (Pj in Fig. 42) sind die gegebenen Kreise 
einander entsprechend nach reciproken Radien und 
seine Punkte entsprechen sich selbst, während jedem Punkte 
seines reellen Stellvertreters der andere Endpunkt des nach ihm 
gehenden Durchmessers entspricht; wir werden denselben daher 
als den Symtnetriekreis der reciproken Radien bezeich- 
nen können. Auch in den Ausdrücken der gemeinschaftlichen 
Potenzen aus Radius und Centraldistanz der gegebenen Kreise 
wird dies durch das negativ werden angezeigt (Art. 76). Die 
Schiüsae über die Winkelgleichheit gelten unverändert, d. h. die 
Winkel, welche die Tangenten der Kreise in entsprechenden 
Punkten X, X' nach reciproken Radien mit dem Ahnliehkeits- 
strahle oder Radius vector bilden, sind gleich und von entgegen- 
gesetztem Sinne. Und hier fügen wir nun auch als in allen 
Fällen geltend die Consequenz hinzu, dass der Ort der 
Schnittpunkte der Tangentenpaare in solchen ent- 
sprechenden Punkten die Linie gleicher Potenzen 
oder die Radiealaxe der beiden Kreise ist. Denn in 
Folge der Gleichheit der Winkel, welche sie mit dem zuge- 
hörigen Ähnlichkeitsstrahle in entgegengesetztem Sinne ein- 
sehliessen, ist das von ihnen mit diesem gebildete Dreieck 
gleichschenklig, oder die Tangenten in den entsprechenden 
Punkten sind von ihrem Schnittpunkte bis zu ihren Berüh- 
rungspunkten von gleicher Länge. Der in einem solchen 
Paare (z. B, C^, D^ Pig. 42) berührende und der durch solche 
zwei Paare gebende Kreis schneiden aber den Symmetriekreis 
nicht orthogonal, sondern in zwei einander entsprechenden 
Punkten, d. h. im Durchmesser. 

80. Die Anschauung der gleichseitigen Hyperbel, welche 
die Kreise bestimmen, giebt die bequeme Übersicht aller 
Fälle. Ausgehend von einem Paare von Kreisen als einander 
entsprechend können wir sagen : Wenn die Centrale der Kreise 
die Nebenaxe der gleichseitigen Hyberbel ist oder dieselben 
sich schneiden, so gehört zu jedem Ähnliehkeitspunkte (wie 
überhaupt zu jedem Punkte der Centrale) eine reell begrenzte 
Ordinate und ein eigentlicher Directrixkreis. Wenn aber die 
Kreise si(h nicht fcheitlen, so dass ihre Centrale die Haupt- 
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axe der gloichseitigeu Hyperbel ist, so unterdcheiden aicli die 
Fälle ihrer ei nschlies senden oder ausscliliess enden Lage; im 
Falle der einsch lies senden Lage gehören beide zu demselben 
Aste der Hyperbel und ihr directer oder äusserer Ähnlieh- 
beitspunkt fällt zwiscben die Scheitel oder Grenzpuakte oder 
es entspricht ihm keine reell begrenzte Ordinate der gleich- 
seitigen Hyperbel und somit kein reeller Kreis des Büschels 
— ein Symmetriekreis statt eines Directrixkreises; umgekehrt 
tiir den iimeren Ähnliehkeitspunkfc. Im Falle der ausschlies- 
senden Lage gehören die Kreise zu beiden Ästen der Hy- 
perbel, ihr innerer Ähnlichkeitspunkt liegt zwischen den Grenz- 
pimkten und liefert einen Symmetriekreis, der äussere liegt 
ausserhalb derselben und giebt eine reell begrenzte Hyperbel- 
ordinate und einen Diretriskreis. 

Jeder Kreia des einen wie des andern Büschels ist Di- 
rectrix für unzählig viele andere Paare von Kreisen desselben 
Büschels; zwei beliebige Kreise des Büschels mit Grund- 
punkten haben einen zugehörigen Directriskreis für jeden 
ihrer Ähnlichkeitspunkte als Oentrum. Zwei beliebige Kreise 
des Büschels mit Grenzpunkten haben einen Directrixkreis 
immer nur für den einen und einen Symmetriekreis für 
den andern Ähnlichkeitspunkt; die Symmetriekreise werden in 
diesem Falle von dem Seheitelbreise der Hyperbel im Durchmes- 
ser geschnitten, die Directrixkreise natürlich orthogonal — im 
ersten Falle schneiden ihn alle Directrixkreise im Durchmesser. 

Es mag noch bemerkt werden, dass sich diese Ergeb- 
nisse auch als Eigenschaften der involutorischen Reihe 
darstellen lassen, welche auf .der Centrale liegt. 

Wir fügen ein Paar Anwendungen hinzu. Wenn wir 
fanden, dass ein Büschel von Kreisen i;u einem andern con- 
jagirt und orthogonal ist, oder dass ein Büschel von Kreisen 
als die Gesammtheit der zu zwei Kreisen orthogonalen Kreise 
(vergl. auch Art. 92) definirt werden kann, so erkennen wir 
zuerst, dass ein Büschel von Kreisen durch Transfor- 
mation nach reciproken Radien stets wieder in ein 
Büschel von Kreisen Übergeht — natürlich auch ein 
solches mit Grund- resp. Grenzpunkten wieder in ein solches 
mit Grund- resp. Grcnzpunkten. 
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Wonu mau nun bei einem Büsehel luit GrunUp linkten 
M, M* (Fig. 43) den Anfangspunkt der redproken Radien 
in einen der Grundpunkte M legt, so verwandeln sich 
alle Kreise O, A, B... desselben in gerade Linien ..c', 
a, V ... durcb das Bild des andern Grundpunktes JW*', 
die je normal zum entsprechenden Durchmesser sind; das 
Kreisbüschel mit Grenzpunkten, welches zu dem betrach- 
teten Büschel conjugirt ist und dessen Kreise daher zu den 
aeinigen orthogonal sind, geht in ein Büschel von Kreisen über, 
von denen wegen der Erhaltung der Winkelgrössen bei der 
Transformation durch reeiproke Radien jeder zu allen Strahlen 
dieses Büschels normal sein muss, d. h. in ein Büschel 
von concentrischen Kreisen. Es ist die Verbindung von 
Fig. 44 mit 43 für dieselbe Transformationspotenz, also 
gleiche P bei Vereinigung von Mi mit M und M* mit M'^. 
Denken wir den Anfangspunkt der reciprokeu Radien 
in irgend einem Kreise des Büschels, d, h. in irgend einem 
Punkte der Ebene (Art. 70), so transformirt sich dasselbe 
in ein neues Büschel der nämhehen Art, welches zu seiner 
Potenzlinie die gerade Linie hat, in die der besagte Kreis 
des Bücheis übergeht, d. h. eine Normale zu seinem nach dem 
Anfangspunkte gehenden Durchmesser. Die Winkel, welche 
andere Kreise des Büschels mit ihm bilden, kehren in gleicher 
Grösse wieder als die Winkel, weiche ihre traneformirten mit 
dieser Potenzlinie bilden. Da nun gleiche Ki'eise eines Bü- 
schels mit seiner Potenzlinie gleiche Winkel bilden und nur 
solche dies thun, so folgt, dass zwei beliebige Kreise A,E 
(Fig. 45) durch reciproko Radien in gleiche Kreise a',b' 
verwandelt werden, wenn man den Anfangspunkt der- 
selben in einem Punkte eines ihrer Potenzkreise 
(hier des inneren J) wählt — weil nach Art. 64 die Potenz- 
kreiae die Winkel zwischen den gegebenen Kreisen halbiren. 
Insbesondere für einen ihrer Schnittpunkte als Anfangs- 
punkt transformiren sich zwei Kreise und ihre Potenzkreise 
in die Strahlen eines symmetrisch-harmonischen Büschels. 

Specieller fasst man dies als eine Eigenschaft der gleich- 
seitigen Hyperbel bezüglich ihrer Hauptaxen wie folgt. Zu 
jedem Punkte der Hyperbel liefert die nach einem Punkte 



y Google 



iieciproki; UaJiiin uiiJ ^:clitl'iBl:lK^ Coiliniüitioii. Bl, 87 

einer Axe gehende Gerade einen zweiten Punkt und der auf 
diese Axe bezogenen Ordinate des ersten entspricht die Or- 
dinate des aweiten — als Radien der beziigtiehen Kreise des 
Büschels, Zu je zwei Punkten der Hyperbel giebt es 
nun zwei Punkte der Axe von solcher Lage, dass die 
Ordinaten der entsprechenden Punkte gleich gross 
werden. Sind y^z^ und y^s^ zwei Punkte in der gleiehael- 
tigen Hyperbel des Art. 62 von der Gleichung s^ ^ r^ -j- i/^ 
und ist 1/ß die Entfernung eines jener Punkte der Axe vom 
Mittelpunkte, so sind die Radien der ti'ansfomiirten Ki-eise 
nach Art. 77 reap. 



und aüiuit einander gleich für 

Hier ist aber der Coefflcient von — 2^/^ die Entfernung des 
äusseren Älmlichbeits punkte s der Kreise .s^, s^ vom Mittel- 
punkte oder (Art. 22, 76) a^a und man erhält 

wo Jiach der Gleichung der Hjperbel die Wurzel die Ordi- 
nate des Ähnlichkeitspunktes in der Hyperbel ausdi-iickt und 
somit die gesuchten Punkte sich als die Punkte des Potenz- 
kreises in der Axe ergeben. Ganz analog för das Büschel 
mit Grenzpunkten aus x^ ^= r^ -\' s'' und ebenso für den in- 
neren Ähnlichkeitspunkt bei Verwandlung von äj in — s^. 

Wählt man endlich einen Punkt 0* des Ahnlichkeitskreiaes 
von zwei Kreisen (Art. 65) als Anfangspunkt (Fig. 45), so 
gehen sie in Kreise A*',B*' über, die vom Anfangspunkte aus 
unter gleichen Winkeln gesehen worden — hier speciell 
der eine in den andern, so dass der Ahnliehkeitspunkt bleibt. 

81. Wir kommen nach der Erörterung äusserlicher Ver- 
schiedenheiten auf die am Schlüsse des Art. 79 begründete 
allgemeine Eigenschaft zurück, wonach die Potcnzlinie 
der beiden Kreise — im Falle ihres Schneidens zugleich die 
Hauptaxe der gleichseitigen Hyperbel, im Falle dos Nicht- 
scheidens ihre Nebenaxe — der Ort der Burchöchnittspunkte 
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tler Tangenten derselben ist, deren Berührungspunkte ent- 
sprechende Punkte nach reeiproken Radien sind. Denn die- 
selbe fülirt KU der Einsicht, dass die nach reeiproken 
Radien entsprechenden Punkte X, X' beider Kreise 
zugleich entsprechende Punkte und somit die Kreise 
selbst entsprechende Curven in einer eentrischen 
Collineation sind, für welche derjenige Ähnlieh- 
keitspunkt das Centruin ist, der als Anfangspunkt 
der reeiproken Radien dient, und die die Potenzlinie 
beider Kreise zur Axe hat. (Vergl. Art. 11.) Man sieht, 
dass zwei Kreise auf doppelte Weise entsprechende Fi- 
guren in centrischer Collineation sind, nämlich für 
jeden ihrer beiden Ähnlichkeitspunkte als Centruni 
und für ihre Potenzliuie als Axe der Collineation, und 
erinnert, dass ihrer doppelten Correspondenz als ähnliche Fi- 
guren in ähnlicher oder eentiiseher Lage die unendlich ent- 
fernte Gerade gleiehmässig als Aue entspricht. Sind t und t' 
(Fig. 46, 47) die in der Potenzlinie s sich schneidenden Tan- 
genten der Kreise K und k' in den entsprechenden Punkten X 
und X' auf einem Strahle aus dem Centrum S oder ©* in einem 
ihrer Ahnlichkeitspunkte, so liefert der Parallelstrahl aus S 
zu ( in t' den Punkt Q' und der zu t' in t den Punkt jR 
und mit den durch diese Punkte zu s gezogenen Parallelen 
die G-egenaxen q' und r der bezüglichen CoUineation. Für 
solche entsprechende Tangenten XS, X' S ist der gemeinsame 
Schnittpunkt S" in der CoUineationsase Mittelpunkt eines 
Kreises durch ihre Berührungspunkte, der die Kreise K und 
K' orthogonal schneidet — eines Kreises, der somit zu dem 
conjugirten des Büschels gehört, das durch die beiden Kreise 
selbst bestimmt wird. Alle Kreise dieses conjugirten Büschels 
sind nach Art, 77 Kreise, die iii der Abbildung dureh reei- 
proke ttadien mit dem ColÜneationsceutrum als Mittelpunkt 
und dem zugehörigen Potenzkreise als Directrix sieh derart 
selbst entsprechen, dass jedem ihrer Punkte der zweite Schnitt 
desselben Kreises mit dem Radius Tector, Collineations- oder 
Ahnliehkeits strahle des Punktes entspricht Die Schnittpunkte 
jedes solchen Kreises mit den in derselben Abbildung durch 
reciproke Radien einander entsprechenden Kreisen K und K' 
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sind daher auch cntspreeheiide Punkte und somit immer in 
einem Radius vector gelegen, also in Paaren auf Strahlen 
aus dem äusseren und in Paaren auf Strahlen aus dem in- 
neren Ähnliehkeitapunkte der Kreise, weil jene Kreise des con- 
jugirten Büsehela in heiden Abbildungen durch reciproke Ra- 
dien die gleiche Bedeutung haben. In zwei entsprechenden 
Punkten X, X' werden die Kreise K, K' auch von einem 
aolchen sich selbst entsprechenden und also zum Directrix- 
kreise orthogonalen Kreise berührt; aber das System dieser 
berührenden Kreise ist für den äusseren und inneren Ähn- 
lichkeitspunkt Ü, ©* resp, als Centrum jeweileu ein anderes. 
(Vergl, Art. 77.) Wir werden weiterhin sehen, dass Paare 
von Systemen solcher Kreise mit allen Grössen der Winket 
existiren, unter denen sie die gegebenen schneiden sollen; für 
90" und fUr 0" fallen sie in je ein System zusammen. 

83. Aus der Gleichheit der Länge entsprecheuder Tan- 
genten SX = SX' ergiebt sich für die Gegenpunkte Q', li 
derselben wie in Art. 61 die doppelte Relation 

SE = Q'X' und Q'S^XE. 
(Fig. 4ß und 47.) Sind X, X' insbesondere die Beiuhiun^s 
punkte der gemeinsamen Tangenten der Kreise K, K aus E, so 
sagt SX = X'S aus, dass die Polaren p,p' des Centiums odei 
Ä.hnlichkeitspunktes gleichweit entfernt oder symmetusch >.ind 
zu der Potenzlinie, und S-fi«=^'X', Q'S=XR, dass die 
Potenzlinie s von der Gegenaxe r ebenso weit und m ^lei 
chem Sinne entfernt ist, wie die Polare des Centruma im 
Bildkreise K' von der Gegenaxe q', und die Gegenaxe q von 
der Potenzlinie s ebenso weit und in demselben Sinne wie die 
Polare des Centrums im Originalkreise K von der Gegenaxe r. 
Da das CoUineationseentrum sich selbst entspricht, so sind auch 
seine Polaren in beiden Kreisen entsprechende Gerade der 
Oollineation. Ihre zur Axe symmetrische Lage erkennen wir 
aber sofort unabhängig von der Realität der gemeinsamen 
Tangenten vom Centrum aus, indem wir (Pig. 46) einen be- 
liebigen Strahl aus dem Centrum © ziehen, der den Original- 
kreis in Punkten X, X* und den Bildkreis in den nach der 
centrischen Collineation entsprechenden Punkten X', X*' 
schneidet; sind dann t und t* die Tangenten von K in den 
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ei'steii und t', t*' die vou K' in den IcUtün, so sind (, t'*' 
uiid wieder t', t* als Tangenten m entspiechenden Punkten 
unserer Kreise als 'ähnlicher Piguien tUr das Centrum der 
CoHineation als Ahnlichkeitspunkt einandei parallel; diese 
vier Tangenten bilden also ein Parallelogramm und da die 
Ecken ((' und t*t*' in der CoUineationsaxe, tt* aber in der 
Polare des Centrums im Origioalkreise imd ('(*' in der Po- 
lare des Centrums im Bildkreise liegen, so ist die Symmetiie 
dieser Polaren in Bezug auf die Axe der Oüllineation oder die 
Poienzlinie evident. Und da das Gleiche für die beiden Ähn- 
licbkeitsp unkte als Collineationscentra gilt, so ergiebt sich 
zugleich, dass die Polaren beider Ähnlichkeitspunkte im Kreise 
K dieselbe Entfernung von einander haben, wie ihre Polai-en 
im Kreise k' ; oder endlich, dass die Kreise des durch K und 
K' bestimmten Büschels, welche die Abschnitte der Centrale 
zwischen den Polaren beider Ähnlichkeitspunkte in je dem- 
selben Kreise K resp. k' zu Durchmessern haben, gleiche 
Kreise des Büschels sind. Man gelangt in dieser Art 
von jedem Paare von Kreisen zu zwei gleichen Krei- 
sen ihres Büschels, oder auf die Involution in der Cen- 
ti'ale bezogen, von jeden zwei bestimmenden Paaren 
der Involution in einer Geraden zu zwei gleichen 
Paaren derselben Involution. 

8S. Nachdem wir so die beiden Kreise K, K', wekhe 
einander nach reciproken Radien entsprechen, auch als Ori- 
ginal und Bild in centrischer CoUineation betrachtet haben, 
kehren wir zur ersten Auffassung zurück mit der Bemerkung, 
dass die Drehung der Zeichnungsebene um die Cen- 
trale des Systems die gleiche Beziehung in alle ihre Lagen 
überträgt in der Weise, dass nun der Direetrixkreis reeiproker 
Radien in der Tafel eine Directrixkugel reeiproker Ra- 
dien im Kaume liefert, für welche die beiden Kugeln ein- 
ander entsprechen, die aus den Kreisen K und E' durch die 
Drehung um ihre Centrale entstehen. Denkt man zugleich 
einen der sich selbst entsprechenden Kreise um einen seiner 
Durchmesser gedreht, so entsteht eine sieh selbst entspre- 
chende Kugel, und wenn man einen jener Kreise in eine 
der Drehungslagen der Tafelebene verfolgt und von dort aus 
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die Drehung um einen Durchmesser wiederholt, so ist iiuth 
die damit entstandene Kugel sich selbst entsprechend in der Art, 
daas diejenigen Punkte ihrer Oberfläche einander entsprechen, 
die irgend ein Radius vector mit ihr gemein hat. Diese 
Kugtln schneiden die Diiectii\l ugel orthogonal, weil 
die Beiührungupunlte 1er sie tangiienden Radien vectoren, als 
sich helbtt entspiechead die Punkte ihies Schnittes mit der 
Directiixkugel sein mu^&en (Man denke iig 40, 41, 42 in 
dieser ^A eise behandelt) Die Gleichheit entipiechender Win- 
kel 111 Figureu \cn denen die eine die Abbildung der an- 
dern nach lecipioken t iheu ist besteht foit Verfolgt mau 
abei iigenl einen dei zum Duectt xkie «^e orthogonalen oder 
sich selbst ent^jiechenden Kiei e bei die ei Rotation der 
latel um die Lontrile so eizeugfc ei einen lorus oder eine 
liiei im^tliLhe he m gleichet \it sich selbst entspricht 
— die Enveloppe dei zugehörigen sich selbst entsprechenden 
Ivugeln so insbesondere jeder Kreis des conjugii-ten Büschels 
zu dem durch die Kreise K und k' bestimmten, woraus ein 
System von einfach unendlich vielen Kreisringflächen 
entspringt, welche sämmtlicb die Centrale und Rotationsaxe 
in denselben beiden reellen oder nicht reellen Punkten sehnei- 
den. Die berührenden unter jenen Kreisen liefern ein an- 
deres System, etc. 

84. Aber auch die centrische Collineation (Fig. 46, 
47} überträgt sich dabei ans der Tafel in den Raum; die 
Collioeationsaxo s beschreibt als normal zur Centrale eine 
Collineationsebene S, zugleich die Potenzebene beider 
Kugeln aus K und k', d. h. der Ort der Punkte, die in 
Bezug auf sie gleiche Potenzen haben — wenn wir die selbst- 
verständliche Übertragung dieses Begriffes von Kreisen auf 
Kugeln einführen; die Gegenaxen </' und r besehreiben Gegen- 
ebenen Q,' und E; jedem Punkte X,, entspricht derjenige 
Punkt X(|' des vom Centrum der Collineation nach ihm 
gehenden Strahles, welcher nach Zurückdrehung der diesen 
Strahl mit der Rotationsaxe oder Centrale verbindenden Ebene 
in die Tafel mit dem entsprechenden X' der von ihm ein-, 
genommenen Lage X zusammenfällt. Man erkennt leicht, 
dass zwei solche Paare entsprechender Punkte durch ihre 
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Verbindungslinien ein Paar entsprechender üeraileu lie- 
fen!, die sich in der CoUineationsebene begegnen und deren 
Parallelstrahlen vom Centrum aus den jeweilen entsprechen- 
den in der einen resp, andern Gegenebene schneiden; ebenso 
dass drei Paare entsprechender Punkte ÄÄ', BB', GC durch 
entsprechende Ebenen ABC, A' B'C verbimden werden, 
deren Schnittlinie in der CoUineationsebene liegt und die die 
respectiven Parallelebenen der jedesmal andern durch das Cen- 
trum in den Gegenebenen durchschneiden. Dass die Polar- 
ebenen des Centrunis in den beiden aus K und K' entstan- 
denen einander als Original und centrisch-coUineares 
Modell entsprechenden Kugeln entsprechende Ebenen und 
äquidistant von der CoUineationsebene sind; dass diese Kugeln 
aber für ihren zweiten Ähnlichkeitspunlct als Centi-um und 
dieselbe CoUineationsebene mit anderen Gegenebenen einander 
ebenfalls entsprechen, bedingt, dass auch die Polarebeueu 
dieses andern Ähulichkeitspunktes von der CoUineationsebene 
gleiche Abstände haben und liefert in den Kugeln, welche 
über den gleichen entsprechenden Abschnitten in der Cen- 
trale zwischen diesen und jenen als Durchmessern beschrieben 
werden, gleiche Kugeln des durch K, k' bestimmten 
Büschels, nämlich in der Gesammtheit der Kugeln, welche 
die Ebene S zur Ebene gleicher Potenzen und die Cen- 
trale von jenen zw ihrer Centrale haben. 

Sowie durch die Centralprojection ebener Systeme oder die 
centrische CoUineation in der Ebene jeder Curve eine andere als 
Bild entspricht, nämlich ihren Punkten die Punkte derselben, 
insbesondere den Punkten in einer geraden Linie die Punkte des 
Bildes im Bilde der Geraden; ihren Tangenten die Tangenten 
des Bildes in den Bildern der Berührungspunkte, insbesondere 
den durch einen Punkt gehenden Tangenten der Originalcurvc 
the durch das Bild des Punktes gehenden Tangenten der 
Bildcurve — man sagt in Folge dessen, die Ordnung und 
die Classe der Originalcurvc stimmen mit der Orduung resp. 
der Classe der Bildcurve überein — so wird nun auch durch 
die centrische CoUineation der Bäume nicht nur zu jeder 
ebenen Figur nach diesen Gesetzen eine ebene Figur, sondern 
auch zu jeder krummen Fläche eine andere krumme Fläche 
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als Bild oder Modell erhalten; den Punkten der Original- 
flache, die in einer Geraden liegen und (vergl. Art. 46) den 
Tangentialebenen ttevaelben, die durch eine Gerade gehen, 
entsprechen die Punkte und Tangentialebenen der Bildfläche 
im Bilde und resp, durch das Bild der Geraden, sodass also 
z. B. einer Fläche zweiten Grades stets eine Fläche zweiten 
Grades entspricht; einem ICegel stets wieder ein Kegel; ferner, 
anch zwei Flächen, die einen ebenen Querschnitt gemein 
haben, zwei Flächen von gleicher Relation, z. B. Kegeln 
zweiten Grades, die den unendlich fernen Querschnitt gemein 
haben, solche Kegel zweiten Grades, die mit der Gegenebene 
Q' denselben Querschnitt bilden. Alle projecti vischen 
Eigenschaften (Art. 6, 11) sind diesen Bildern und ihren 
Originalen gemein, und wir haben daher in der centri seh- e ol- 
line aren Abbildung eine Methode der Verallgemeinerung 
geometrischer Wahrheiten überhaupt. 

85. Wir müssen aber weiter bei dieser Drehung die 
gleichseitige Hyperbel verfolgen, welche die beiden Kreise 
K, K' bestimmen und zu der auch jeder ihrer Potenzkroiso 
oder Directrixk reise reciproker Radien in der gleichen Be- 
ziehung steht. Jeder ihrer Bildbreiae beschreibt eine Kugel 
wie K, K'; jede ihrer zur Centrale rechtwinkligen Sehnen 
durchläuft die Fläche eines Kreises, des zur Centrale nor- 
malen Diametralkreises der vom entsprechenden Bildkreise be- 
schriebenen Kugel. Die Hyperbel selbst erzeugt die FiUcho 
eines gleichseitigen Eotationshyperboloides, welches 
diese Kreise zu Paralielkreisen hat; insbesondere erzengen 
zugleich die Tangenten der Hyperbel in den Punkten, die 
diesen Kreis besehrieben, den Berührungskegel des Rota- 
tionshyperboloides für diesen Parallelkreis. Die einzelnen Lagen 
der erzeugenden Hyperbel nennt man seine Meridiane, so- 
wie die Lagen ihrer Ebene seine Meridianebenen. Wenn die 
Centrale der betrachteten Kreise K, K' die Nebenaxe der 
gleichseitigen Hyperbel ist, d. h. wenn diese sich schneiden, 
so bildet die Oberfläche des Hyperboloides einen im End- 
liehen zusammenhängenden Mantel und wird daher ein ein- 
faches oder einmanteliges gleichseitiges Rotationa- 
hyperboloid genannt; die Scheitel der Hyperbel boschretbcii 
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den kleinsten seiner Parallelkmse, den sogenannten Kelil- 
kreis in der Hauptebene des Hyperboloids, der Scheitel- 
kreia die zugehörige kleinste Kugel, welche ringsuna im Kehl- 
kreise die Fläche berührt. Alle die Kugeln, welche die Par- 
allelkreise dieses Hyperboloids zu Diametralkreisen haben, 
enthalten auch seinen Kehlkreis — man sagt, sie bilden ein 
Büschel mit Grundkreis, 

Wenn dagegen die Centrale der betrachteten Kreise die 
Hauptaxe der gleichseitigen Hyperbel ist, d. h, wenn diese 
sich nicht schneiden, so entsteht durch die Rotation der Hy- 
perbel um sie eine Oberfläche aus zwei im Endliehen ge- 
trennten Mänteln und diese wird ein zweifaches oder zwei- 
manteliges gleichseitiges Rotationshyperboloid ge- 
nannt. Die zur Hauptaxe normalen reell begrenzten Sehnen 
erzeugen seine Paiallelkreise, die Bildkreise ihrer Endpunkte 
die zugehörigen Kugeln. Die Scheiteltangenten als unendlich 
kleine Sehnen dieser Art erzeugen Kreise und Kugeln vom 
Radius Null, die Grenzkugeln oder Grenzpuakte des Sy- 
stems. Der Seheitelkreis erzeugt eine Kugel, die das Hyper- 
boloid in beiden Scheiteln berührt. Die Nebenaxe der Hy- 
perbel beschreibt die Hauptebene des Hyperboloids, die 
Ebene gleicher Potenzen für alle die vorher bezeichueteu 
Kugeln; dieselben bilden ein Büschel mit Grenzpunkten. 

Zwei Kugeln bestimmen stets ein Büschel, zu wel- 
chem sie gehören; die beiden Potenzkugeln derselben und 
ihre Ahnlichkoitskugel, d. h. die Kugel, welche ihre Ahn- 
hchkeitsp unkte zu Enden eines Durchmessers hat, gehören 
zu demselben Büschel. 

In beiden Fällen erzeugen die Asymptoten der Hyperbel 
durch ihre Drehung um die Centrale einen gleichseitigen Eo- 
tationskegel, der mit dem Hyperboloid denselben Mittelpunkt 
lind überdies den unendhch fernen Querschnitt gemein hat, 
in der Weise, dass seine Mantellinieii dort die in den gleichen 
Ebenen liegenden Meridianhyperbeln berühren; derselbe heisst 
der Asymptotenkegel der Fläche, 

86. Die früheren Ergebnisse werden sofort anwendbar 
auf diese Hyperboloide, wenn wir die Hauptebene als 
Tii.felebene und die Rotationsa.xe also als Normale zu der- 
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selben im Mittelpunkte des Hyperboloids annehmen, da dann 
alle Meridian ebenen normal zur Tafel und die in ihnen ent- 
haltenen congruenten gleichseitigen Meridianhyperbeln zu sich 
selbst orthogonal- symmetrisch in Beziehung zur Tafel sind. 
Im Falle des einfachen Hyperboloides haben sie alle ihre 
Hauptaxe in der Tafel und ihr Kehlkreis ist ihr gemeinsamer 
Scheitelkreis; für jede von ihnen ist die Centrale der Bild- 
kreise ihrer Punkte ein Durchmesser desselben und diese 
Bildkreise schneiden den Scheitelkreis orthogonal. Das ein- 
fache gleichseitige Rotationshyperboloid, dessen 
Hauptebene in der Tafel Hegt, ist also der Ort der- 
jenigen Punkte des Raumes, deren Bildkreise seinen 
Kehlkreis orthogonal sehneiden. Unter den dadurch 
bedingten Ubertragiingen früherer Ergebnisse sei nur erwähnt, 
dass nach einem Satze des Art. 70 die Polaren für einen 
Punkt des Kehlkreises in Bezug auf alle Kreise des 
Systems durch den andern Endpunkt des zugehörigen 
Durchmessers gehen. 

Die Meridianhyperbeln des zweifachen Hyperboloids 
haben ihre Nebenaxen in Durchmessern des gemeinsamen Schei- 
telkreises, des Querschnittes der Tafel mit der Scheitelbe- 
rührungskugel des Hyperboloids; die Bildkreise ihrer Piinkte 
schneiden den Scheitelkreis diametral, nämlich für jeden Me- 
ridian in den Endpunkten desjenigen unter seinen Diireh- 
messera, der zur Centrale der zugehörigen Bildkreise recht- 
winklig ist. Das zweifache gleichseitige Eotationshy- 
perholoid, dessen Hauptebene in der Tafel liegt, ist 
der Ort derjenigen Punkte des Raumes, deren Bild- 
kreise seinen Scheitelkreis diametral sehneiden. Im 
ersten Falle bilden die Grenzpunkte der die Meridiane dar- 
stellenden Kreisbüschel den Kehlkreis, der auch als Ortho- 
gonalkreis bezeichnet werden kann; im zweiten liegen die 
Grundpunkte dieser Kreisbüsehel auf dem Seheitel- oder 
Diametralkreise. Beide zweifach unendliche Systeme 
von Kreisen werden Netze von Kreisen genannt und als 
das Netz mit Kehl- oder Orthogonalkreis und das Netz 
mit Scheitel- oder Diametralkreis' unterschieden. 

Die Kreise eines jeden dieser Netze ordnen sieh auch 
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ZU einfach unendlichen Reihen von Kreisen mit gleichen 
Radien, deren Mittelpunkte die Punkte eines zum Kehl- resp. 
Scheitelkreise concentrischen Kreises sind, die Bildkreia - Sy- 
steme der Parallelkreise des zugehörigen Hyperboloids. Iip 
Netz mit Kehlkreis kommen alle Grössen der Radien vor, da 
ihm seihat die Grösse Null entspricht; im Netz mit Scheitel- 
kreis nur die den Radius des letzten übertreffenden. 

87. Im Falle des Kreisnetzes mit Kehl- oder Orthogonal- 
kreis ordnen sie sich auch in lineare Reihen, die je den 
Kehlkreis in demselben Punkte orthogonal schneiden, deren 
Centra somit in der zugehörigen Tangente desselben liegen 
und die in diesem Punkte einander berühren; und da wir 
aus Art. 17 wissen, dass solche Kreise die Bildkreise der 
Punkte von zwei zur Tafel symmetrischen unter 45" zu ihr 
geneigten Geraden in der Normalebene zu ihr durch die Tan- 
gente und mit dem Berührungspunkte als Durchstosspunkt 
sind, so ist damit bewiesen, dass das gleichseitige ein- 
fache Rotationshyperboloid zwei Schaaren von ge- 
raden Linien enthält; wir werden zuweilen kurz von seineu 
Regeischaaren oder von der einen derselben reden. Jede 
Normalebene zur Tafel durch eine Tangente des Kehlkreises 
enthält eine Gerade aus jeder Scliaar; der Schnittpunkt bei- 
der liegt im Kehikreise und heisst der Berührungspunkt 
der Normalebene, die man die ihm zugehörige oder entspre- 
chende Tangentialebene nennt. Wenn man zwei solche 
Normalebenen und ihre Berührungspunkte im Kehlkreise denkt, 
so wird evident, dass sich die in ihnen enthaltenen Geraden- 
paare des Hyperboloids in der zur Tafel normalen Durch- 
schnittslinie beider Ebenen begegnen, nämlich so, dass für 
9i und g^ als diejenigen Geraden beider Ebenen, von denen 
jede in. die andere durch Rotation um die Äxe des Hyper- 
boloids übergeführt werden kann und wiederum \, \ als die 
zu ihnen symmetrischen von offenbar gleicher Eigenschaft, 
die Geraden g^ und l^, sowie die Geraden g^ und l^ sich 
schneiden — natürlich in zur Tafel symmetrischen Punkten 
(Fig. 48*}, Wir sagen, dass jede Gerade der einen Schaar g 
im Hyperboloid von allen Geraden der andern Sehaar l des- 
selben geschnitten wird, während sie au allen anderen Go- 
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raden ihrer eigenen Scliaar windschief ist; und wir nennen 
auch die Ebene gl von zwei G-eraden heider Schaaren 
Tangentialebene des Hyperboloids im Schnittpunkte 
Pb eider Geraden, DieVerhindiuigslinie der Durchstosspunkte 
jener Geraden im Kehlkreise ist ihre Spur, die Geraden des Hy- 
perboloids in ihr sind die vom Schnittpunkte ausgehenden zur 
Tafel unter 45" geneigten Geraden, wie es das System ihrer Bild- 
kreise nach Art, 28 zeigt; der Kreis, welcher in beiden Durch- 
sfcosspunliten den Kehlkreis orthogonal schneidet, ist der Bild- 
kreis des Berührungspunktes. Man sieht daraus, daas die 
Tangentialebenen des einfachen gleichseitigen Botationshyper- 
holoids unter 90" für die Punkte des Kehlkreises und unter 45" 
übersteigenden Winkein für alle anderen endlich enfemten 
Punkte zur Tafel geneigt sind. Für einen unendlich fernen 
Punkt sind aber die Tangenten des Kehlkreises, welche die Or- 
thogonalprojectionen seiner Geraden beider Schaaren und Cen- 
tralen der Bildkreisreihen seiner Punkte sind, parallel oder sind 
Tangenten an den Endpunkten eines Durchmessers, und die 
Ebenen ^^^^ und ß-g^j, die durch diesenDurchmessergehen- 
den und unter 45" zur Tafel geneigten Ebenen, der Bild- 
kreis ihres Berührungspunktes ist der bezeichnete Durchmesser 
selbst; der zu ihm rechtwinklige Durchmesser ist die Ortho- 
gonal pro jection der Mantelliuien, längs welcher diese Ebenen 
den Asymptotenkegel des Hyperboloids berühren. Man sieht, 
es ist die Fläche der Transversalen zu drei Geraden, die wir 
in den Art. 42 f. betrachteten für den besonderen Fall, wo 
diese Geraden als drei Lagen einer und derselben Geraden 
hei ihrer Rotation um eine Axe gegeben sind. 

88. Wenden wir uns 'mit analogen Überlegungen zum 
zweifachen Hyperboloid, so ist aus der Vorstellung des 
diametralen Schnittes aller Bildkreise des zugehörigen Netzes 
mit dem Seheitelkreise evident, dass diese Kreise nicht in 
berührende lineare Reihen geordnet werden können, weil be- 
rührende Kreise sich nicht in zwei verschiedenen Punkten 
im Endliehen schneiden; das zweifache gleichseitige Kotations- 
hyperboioid enthält also keine reellen geraden Linien. 
Insofern aber unter den Bildkreisen einer Meridianhyperbel, 
welche also ein Büschel mit den Enden, eines Durchraesserw 
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im Scheitelkreiae als Grundpunkten bilden, auch dieser Durch- 
messer selbst als Bildkreia ihrer unendlich fernen Punkte er- 
scheint (Art. 60, 64), erkennen wir in der Orthogonalität die- 
ses Kreises zum Scheitelkreise den Ausdruck des Satzes, dass 
gleichseitige Rotati onshyperboloide beider Arten, welche die- 
selbe Ase und die n'dmliebe Hauptebeno haben, dieselben un- 
endlich fernen Punkte enthalten, dargestellt durch die Strahlen 
aus ihrem Mittelpunkte in der Tafel. In Erinnerung an die 
Bedeutung der parallelen Geraden der Tafel als Bildlvreise 
(Art. 14) und in Bestätigung der bei der Durchdringung par- 
alleler gleichseitiger Rotationskegel (Art. 58) erkannten Ge- 
raeinsamkeit ihres unendlich fernen Querschnittes kann der 
Sata ausgesprochen werden, dass die Netzhyperboloide 
aller in derselben Tafel liegenden Kreisnetze den- 
selben unendlich fernen Querschnitt, den gemein- 
samen Querschnitt auch ihrer Asymptotenkegel, ent- 
halten. Und da in Centralprojeetion der Fluehtkreis jedes 
gleichseitigen Eotationskegels mit zur Tafel normaler Axe 
in den Distanzkreis fällt, so ist dieser das Bild der un- 
endlich fernen Querschnitte aller der gleichseitigen 
Hotationshyperboloide, welche den in der Tafel mög- 
liehen Netzen von Kreisen entsprechen, oder ihre ge- 
meinsame Fluchtcurve. Denken wir den Mittelpunkt des 
Hyperboloides im Hauptpunkte Ci der Centralprojeetion und 
die Distanz gleich dem Radius seines Kehl- resp. Scheitel- 
kreises, so ist dasselbe durch den Distanzkreis und 
seinen Mittelpunkt allein bestimmt und in gewissem 
Sinne dargestellt: Der Mittelpunkt C, ist sein Mittelpunkt 
und die Spitze und zugleich der Spurkreis seines Asymptoten- 
kegels, dessen Mantellinien sich daher in den Strahlen aus 
Ci mit den Durchstossp unkten in Cj und den Fluchtpunkten 
auf dem Distanzkreise central projicireu. Der Distanzkreis 
ist das Bild seines unendlich fernen Querschnittes, der dem 
Asymptotenkegel auch augehört, mid zugleich der Kehlkreis 
des Hypeiboloides und seine Spur in der Tafel, wenn es ein 
einlaches ist und der Bildkceis seiner Scheitelpunkte — deren 
einer mit dem Centrum zusammenfallt, indess der andere zu 
diesem symmetiisch liegt in Bezug zur Tafel — oder sein 
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Scheitel kr ei 8, wenn es ein zweifaches ist. Für eine andere 
Wahl der Distanz wäre der Kehlkreis reap, der Seheitelkreis 
ein zum Distanzkreise concentri scher Kreis, dessen Radius 
dem Radius rdea Hyperboloids gleich ist — wenn wir so 
den Kehlkreisradius resp, die halbe Entfernung der Scheitel 



89. Im Falle des einfachen gleichseitigen Eotationshy- 
perboloids und für die Wahl der Distanz gleich )■ ist die Tan- 
gentialebene in einem Pimkte S des Kehlkreises (Fig. iS*') durch 
die zugehörige Tangente desselben ala Spur s und Öen zu 
ihr parallelen üurcbmesser als Fluchtiiuie q dargestellt; die 
in ihr liegenden Geraden g und l erscheinen also central pro- 
jicirt in den von S nach den Durchmesseiendpunktcn QJ, Qi 
im Distanzkreise auf q' gehenden Geraden g' und l'; ihre 
TJmlegungen mit der gemeinsamen Ebene sq' in die Tafel 
fallen vertauscht in dieselben Linien, (() auf g' und (g) auf 
(', weil der S gegenüberliegende Punkt des Distanzkreises 
das CoUineationacentrum © der Ebene ist ; die Verschwinduugs- 
punkte (R) fallen daher auch verkehrt auf die Fluchtpunkte und 
die die Bildreihen der Punkte von g und l vom gemeinsamen 
Fusspunkte S definirenden Kreise, welche nach Grösse und 
Sinn mit dem Distanzkreise übereinstimmen, haben die von 
S um die Distanz entfernten Punkte JJ/ und Ej' zu Mittel- 
punkten. Man sieht daraus, dass der ceniralprojeetivische 
ümriss des Hyperboloids der um Cj mit dem Eadius ry^ 
beschriebene Kreis ist. (Vergl. Art. 4G.) Jede Tangente 
dieses Kreises ist Bild zweier sich schneidenden Geraden des 
Hyperboloids, die sich im Berührungspunkte [7 der entsprechen- 
den projicirenden Ebene schneiden, wenn wir ihre Durchstoss- 
und Fluchtpunkte im Diatanzkreise nehmen (Fig. 48''); sein 
Bild ist ihr Berührungspunkt ü' am vorerwähnten Kreise, 
der Fusspunkt der von ihm ausgehenden Normale zur Tafel 
die vierte Ecke des Quadrats aus SG^Q', und da er offenbar 
ebenso weit hinter der Tafel liegt, wie das Centrum C vor 
derselben, so ist der zu ihm gehörige Bildkreia mit dem Di- 
stanzkreise von gleichem Radius, aber von entgegengesetztem 
Drehungssinne. DerUmrissparallelkreis wird durch die dem 
Distanzkreise gleichen Kreise Punkt für Punkt abgebildet, 
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welche ihre Centra in dem aus G^ beschriebenen Kreise vom 
Radius ry^ haben. Dieselben Kreiae mit entgegengesetztem 
Drehiings sinne repräaentiren den in der Verschwindungs- 
ebene liegenden Parallelkreis des Hyperboloids. Dass durch 
jeden projieirenden Strahl, dessen Fusspuntt in der Tafel 
ausserhalb des Umrisskreises Hegt, entsprechend den beiden 
von ihm an diesen Kreis gehenden Tangenten, zwei Tangen- 
tialebenen der Fläche gehen, ist offenbar. 

Sind dagegen zwei verschiedene Tangenten des Umriss- 
kreises als Bilder g' , V von sieh schneidenden Geraden g und l 
des Hyperboloids betrachtet, so dass ihre Durchstoaspunkte auf 
dem Disbaizkreise von ihren Fluchtpunkten nicht getrennt 
werden und daher die Verbindungslinie der ersten zu der der 
letzten parallel wird, so sind diese Verbindungslinien Spur 
und Fluchtlinie einer Tangentialebene, und der Schnittpunkt 
der Tangenten g', V des Umrisskreises ist das Bild P^^' ihres 
Berührungspunktes. Wir bemerken, dasa jeder Punkt der 
Tafel, dessen Bild P' ausserhalb des Umrisskreises liegt, uns 
durch das an diesen gehende Tangentenpaar zwei Tangential- 
ebenen s'^^^li s'^'ja' des Hyperboloids liefert, für welche Flucht- 
linien und Spuren verkehrt aufeinander fallen; der Punkt ist 
das Bild ihrer Berührungspunkte, d. h. jeder projicirende Strahl, 
dessen Fusspunbt ausserhalb des Umrisskreises liegt, sehneidet 
das einfache Hyperboloid in zwei Punkten; die Schnittlinie 
der zugehörigen Tangentialebenen liegt in der zur Verachwin- 
dungsebene symmetrischen Ebene. (Fig. 48^) 

90. Die Tangentialebene in einem Punkte des Eota- 
tionshyperboloida, und zwar des einfachen sowohl wie dea zwei- 
fachen, wird aber auch erhalten durch die Tangenten des Par- 
allelkreises und des Meridians, welche durch diesen Punkt gehen, 
als die beide Tangenten verbindende Ebene; in unserem Falle so- 
gar gewiss er masseu durch die Meridiantangente allein, weil 
dieselbe als in einer projieirenden Normalebene zur Tafel ge- 
legen zu ihrem Parallelstrahl die projicirende Falllinie der Par- 
allelebene zur Tangentialebene hat und somit durch ihren Flucht- 
punkt ^' die Fluchtlinie g' der Tangentialebene als rechtwinklig 
au Cj^ bestimmt und parallel zu dieser durch ihren Durchstoss- 
piHiid auch ihre Spur s. Diese Meridiantangentc kaiui aber nach 
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dem über dio gleichseitige Hyperbel Irüher Entwickelten iliii'cli 
ihre ümlegung mit der Meridianebeae in die Tafel leicht be- 
stimmt werden. (Fig. 49, Tafel VII, vergl. Fig. 39 Tafel V — das 
S* von Fig. 39 liegt hier in © und ASCiüf ist gleichschenklig.) 
Ist P' das Eüd des Berührangspunlitee, so sind im Falle des 
einfachen Hyperboloides die Punkte des Distanzlcreises im 
Durchmesser C^F' die Scheitel M, M* der Meridianhyperbel 
lind ein Endpunkt des zu (7^P' normalen Durchmessers ist das 
zugehörige Collineationscentrum ©, SP" der umgelegte projici- 
rende Stralil, seine nach Art. 75 zu bestimmenden Schnittpunkt« 
mit der Hyperbel die Umlegungen der Berührungepunlrte P'" 
und P'^' und die zugehörigen Hyperbeltangenten die der gesuch- 
ten Meridiantangenten t^^\ t^^' selbst; ihre Schnittpunkte mit 
Gj^F' sind die Durchstosspunkte, und die Fusapuntte der zu üinen 
parallelen Geraden durch ß in OjP' die Fluchtpunkte derselben; 
die Normalen auf C^P' in den letzten und die zu ihnen paral- 
lelen durch die Durchstosspunkte sind Fluchtlinien und Spuren 
der Tangentialebenen, für die P' das Bild des Benihrungs- 
punkt«8 ist. Offenbar müssen Sj^q^' und ebenso a^g/ auf ein- 
ander fallen; die Schnittlinie beider Tangentialebenen liegt 
in der zur Versoh windungsebene symmetrischen Ebene als 
Ebene des Umrisskreises, Im Falle des zweifachen Hyper- 
boloids und für den Distanzkreis als Bildkreis der Scheitel 
ändert sich dies insofern, als nun der Strahl OP" die Fläche 
nur in einem vom Seheitel G verschiedenen Punkte schnei- 
det, also auch nur eine Tangentialebene erhalten wird. In der 
Ümlegung derMeridianehene CGiF' in Fig.öO sind die Endpunkte 
des zuG^P' rechtwinkligen Distanakreisdurchmesaers die Schei- 
tel M,M* für die Uralegung der Meridianhyperbel; man bestimmt 
ihren Schnitt (P) mit dem vom Scheitel S nach P' gehenden 
Strahl und seine Tangente (t); ihr Fuespunkt in G^Q' ist der 
Darchstosspunkt und der ihres Parallelstrahls aus ß in der- 
selben Geraden ihr Fluchtpunkt, etc. Fig. 50 enthält eine 
Construction von (P) und (i), welche man nach dem Früheren 
leicht erklären wird. Ein Umrisa existirt nicht, das Bild der 
Fläche hedeckt die ganze Tafel, Wäre umgekehrt Spur oder 
Fluchtlinie der Tangentialebene gegeben, so erhielte man 
daraus den Durchstoss- oder Fluchtpunkt der MeridiantangeutR 
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und damit diese selbst, wenn maji von einem Punkte der 
Axe aus oder parallel einer gegebenen Geraden die Tangen- 
ten einer gleichseitigen Hyperbel und somit ihre Berührungs- 
p^inkte au bestimmen vermag (Art. 60); auch wenn P^ statt 
F' gegeben ist, erhält man sofort Spur und Fluchtlinie der 
Tangentialebene in P. Aber es ist nicht u'öthig, auf diese 
Probleme hier einzugehen. Das bisher Gesagte zeigt, daas 
die Fläche des zweifachen wie die des einfachen Hy- 
perboloids eine Fläche zweiten Grades ist. Auch än- 
dern sich diese Schlüsse nicht, wenn die Distanz dem Radius 
des Hyperboloids nicht gleich gewählt ist. Im Falle des zwei- 
fachen Hyperboloides ist dann das Centrum kein Schei- 
tel und man erhält für Distanzen, welche kleiner sind als 
der Radius des Hyperboloids, einen Umrissparallelkreis; erhält 
auch im Aligemeinen zwei Schnittpunkte des Strahles OP' 
mit der Flädie und zwei zugehörige Tangentialebenen — aber 
Alles in wesentlich gleicher Weise. Wir werden weiterhin 
Anlass finden, die Darstellung dieser Hyperboloide für andere 
Lagen des Mittelpunktes zu besprechen. 

91. Die ebenen Querschnitte unserer Flächen als 
von Flächen zweiten Grades sind sämmtlich Curven zweiten 
Grades d. h. Kegelschnitte, und inabesondere Hyperbeln, wenn 
sie reelle unendlich ferne Punkte haben. Wir brauchen für 
unsere nächsten Constructionszwecke wesentlich nur ihre zur 
Tafel normalen Schnitte und wollen daher auch nur von 
(hesen hier noch Näheres anmerken. Offenbar enthalten die 
zur Schnittebene parallelen Manteilinien des Asymptotenkegels 
in jedem Falle, also für das einfache wie das zweifache Hy- 
perboloid, auch die unendlich fernen Punkte des Querschnittes; 
man sieht daraus, dass die Querschnitte von Ebenen, deren 
Fluchtlinien den Distanzkreis schneiden, H y p e r b e 1 n sind, deren 
Asymptoten denselben Winkel mit einander bilden, wie die von 
den parallelen projicirenden aus dem Asymptotenkegel heraus- 
geschnittenen Mantellinien oder wie die Strahlen von jenen 
Punkten des Distanzkreises nach dem Centrum der Protection; 
dass Querschnitte von Ebenen, deren Fluchthnien den Distanz- 
kreis nicht treffen, Ellipsen, und die von Ebenen, deren 
Fluchtlinien den Distanzkreis berühren, Parabeln sind. 
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Insljesoniäere sind daher die Querschnitte aller Nor- 
malebenen zurTafel mit unserenHyperboloidengleichsei- 
tige Hyperbeln, oder dieEreise eines Netzes, deren Centra 
in derselben Geraden liegen, bilden stets ein Büschel. Ist s die 
Spur der Normalebene zur Tafel, so ist diese im Falle des zwei- 
fachen Hyperboloids immer und im Falle des einfachen Hyper- 
boloids, sobald sie den Kehlkreis desselben nicht schneidet, die 
Nebenaxe der Hyperbel, wälirend- sie im letzten Falle seine 
Hauptaxe ist, falls der Kehlkreis von s geschnitten wird; der 
Fuespunkt des Perpendikels von C^ auf s ist stete der Mittel- 
punkt der Hyperbel und die in ihm auf der Tafel errichtete 
Normale die Hauptaxe der Hyperbel, ausgenommen allein den 
zuletzt genannten Fall, wo sie die Nebenaxe ist; in diesem 
Falle sind die Schnittpunkte von s mit dem Kehlkreise ihre 
Scheitel; in allen andern Fällen erhält man sie als die Schnitt- 
punkte der bezeichneten Normale mit der Hyperbel des Me- 
ridians, der durch diese Normale geht — das Frühere ent- 
hält daher die bequemen Mittel zu ihrer Bestimmung (vergl. 
Art, 66, 75) durch ümlegung dieses Meridians in die Tafel. 
Betrachtet man ihren Bildkreis, so ist derselbe in dem 
Falle des einfachen Hyperboloids und der den Kehlkreis 
sehneidenden Spur vom Kehlkreise diametral geschnitten und 
wird' von den Bildkreisen aller Punkte des Querschnittes 
orthogonal geschnitten, die Punkte im Kehlkreise sind die 
Grenzpunkte ihres Büschels; er schneidet im Falle des ein- 
fachen Hyperboloides und den Kehlkreis nicht schneidender 
Spur diesen orthogonal imd wird von den Bildkreisen des 
Schnittes diametral geschnitten, während dieselben den Kehl- 
kreis orthogonal schneiden; er schneidet im Falle des zwei- 
fachen Hyperboloids den Scheitelkreis im Durchmesser und 
vnrd seinerseits von allen Bildkreisen des Querschnitts im 
Durchmesser geschnitten — und diese Durehmesser sind recht- 
winklig auf einander. Selbstverständlich ist, dass alle von 
der Axe gleich entfernten Normalschnitte zur Tafel bei dem- 
selben Hyperboloid congraent sind und also auch congrnente 
Bildkreissysteme haben. 

92. Wenn der Kohlkreis des einfachen oder der Seheitel- 
kreis des zweifachen Hyperboloids unendlich klein ist, so 
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gehen beide in die Fläche des Asymptotoiikegelw iils ihre 
Grenzfbrm über; die Geaamratheit der durch einen Punkt 
gehenden Kreise der Tafel ist alao zugleich ein Neta mit 
Orthogonal- und mit Diametralkreis, wenn maJi will; 
man kann es als das konische Kreianetz bezeichnen. Wir 
haben es bereits früher hetrachteti Die geraden ManteUinien 
sind reell — ■ also stets Anordnung iu einfach unendlich viele 
berührende lineare Kreisreihen — , aber die beiden Regel- 
achaai^en des einfachen Hyperboloids sind iu die eine Schaar 
der Mantellinien des Kegels zusammen gefallen. Für den 
Schnitt mit einer Normalebene zur Tafel erhält man aus den 
letzten Überlegungen als Specialfall das in Art, 58 f. Ent- 
wickelte wieder; wie auch ersichtlich ist, dasa durch die 
gleichseitige Hyperbel, welche eine Normalehene zur Tafel 
aus einem der hier betrachteten glcicliseitigen Rotatiouahyper- 
boloide schneidet, immer noch ein zweites solches Eotationa- 
hyperboloid hindurchgeht, das in Bezug auf die Sehnittebene 
orthogonal symmetrische des ersten — neben unzählig vielen 
andern solchen Rotationshyperboloiden von andern Kehlkreis- 
radien (siehe weiterhin Art. 1561), deren je zwei sie als 
Durchdringung erzeugen, so dass durch ihre Kehlkreiae das 
Büschel bestimmt ist als die Gesammtheit der zu ilmen or- 
thogonalen Kreise, 

Weiter führend und damit wieder anknüpfend an das 
bei Untersuchung des planaren Systems in Arb. 25 — 28 Dar- 
gelegte erweist sich aber die Verbindung und Zusammen- 
fassung dieser Ergebnisse in einigen elementaren 
Formeln. Denn wir fanden das planare System als die 
zweifach unendliche (^esammtheit der Kreise, die eine ge- 
gebene gerade Linie unter einem Winkel von vorgeschrie- 
benem Cosinus schneiden, speciell für die 45'' Ebenen vom 
Cosinus gleich Eins und für die Normalebeneii zur Tafel vom 
Cosinus gleich Null. Wir fanden weiter das konische System 
— nicht Netz — das System der Bildkreise der Punkte eines 
gleichseitigen Rotationskegels von beliebiger Spitze, aber mit zur 
Tafel normaler Axe — als die zweifach unendliche Gesammt- 
heit der Kreise, welche einen gegebeneu Kreis berühren (Art. 
201) und mm zuletzt die Kreisnetze als die zweifach unend- 
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liehen (jeaammtheibei» der Kreise, die eiiioii gegebenen Kreis 
orthogonal resp. im Durchmesser schneiden. Alles das führt 
mit Noth wendigkeit zu der Frage nach denjenigen Krei- 
sen, welche einen gegebenen Kreis unter Winkeln 
von vorgeschriebenem Cosinus schneiden — als der- 
jenigen, von welcher die durch das schon Gefundene beant- 
worteten Fragen als Specialfiille anzusehen sind. Bekannte ele- 
mentare Formeln föhren sofort auch zu ihrer Beantwortung. 
Wenn zwei Kreise einander berühren, so ist ihre Cen- 
traldistajiz c der Summe oder Differenz ihrer Radien gleich, 
also für jß als den Radiiis des festen und r als den des be- 
weglichen Kreises (Fig. 51} 

c = iJ + r oder & -= W 4 2Iir + r^; 
wenn sie sich im Durchmesser sehneiden (Fig. 52, die 
c, r), so hat man ebenso 

(;2 _|_ JJä __ 1^1 Q^gj^, ^ =, 7Jä _|_ )^ ^ 

.und wenn sie sich orthogonal schneiden (Fig. 52, die c*, »-*) 

1^ - - K^ = r^ oder i? = .fi^ + rl 
Man sieht, mit Ersetzung von -\- E^ durch — IS' oder von B 
durch Ü]/ — ^1 oder Ei geht jenes in dieses über, oder in 
gleichzeitiger Zusammenfassung einer Eeihe schon früher ge- 
machter Wahrnehmungen (Art. 68, 69, 73 etc.): Das Ortho- 
gonalschneiden eines imaginären Kreises erscheint 
als diametrales Schneiden seines reellen Stellver- 
treters oder des angehörigen Symmetriekreises. Die 
Durchmesser eines Kreises gehören als Kreise von unendlich 
grossem Radius und unendlich fernem Mittelpunkte sowohl 
zu dem Systeme der Kreise, die ihn orthogonal, als auch zu 
dem Systeme derer, die ihn diametral schneiden. 

III. Die Lehre vom Winkelschnitt für Kreise und Kugeln 
und die Systeme zweiten Grrades. 
93. Schneiden sich aber zwei Kreise von den Radien E und 
r mit der Oentr aldistanz c unter dem Winkel ff, so hat man 
aus dem Dreieck, das der Schnittpunkt mit den Centren bil- 
det, also für reellen Schnitt nnd reellen Winkel ö (Fig. 53) 
c* = iJä + r^ — 2Er cos ff, 
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woraus für cos u = + 1 das konische System, für cos 6 = 
das System der Orthogonalkreise eines reellen festen Kreises 
und für die gleichzeitige Einführung von Ri statt R das der 
Orthogonalkreiso eines imaginären Kreises oder das 
Syslem der seinen Synimetriekreis im Durchmesser achiiei- 
denden Kreise sich ergiebt. 

Lässt man alter insljesonderc E und c unendlich gross 
werden, d, h. den festen Kreis E in eine gerade Linie s über- 
gehen (Flg. 54), so ist für den beweglichen Ki-eis vom Ita- 
diua r und mit dem Abstände e seines Mittelpunktes von der 
festen Geraden 

B-^c = 2E, R~c = e 
und somit wegen 
21ir cos ff = n^ — c'-^ r^ oder = (B + c){B — c) + *■' 
nach dem Verschwinden von r^ gegen die unendlich grossen 
Glieder durch Einsetzen 

r cos ff = e 
und damit cos ff = — ^ cotan a für a als den Neigungswinkel 
einer durch die gerade Linie und den vom Bildkreise e, r dar- 
gestellten Punkt gellenden Ebene gegen die Tafel; sodass diese 
Ebene der Ort der Punkte ist, deren Bildkreise die gegebene 
Gerade unter Winkeln vom gegebenen Cosinus durchschnei- 
den. Wir haben in Art. 28 dies schon näher besprochen. 

Man construirt nach der Relation r cos ff = e^=^r cotan« 
leicht die geraden Linien, welche den gegebenen Kreis unter 
dem Winkel ff schneiden; sie sind Tangenten des eoncentri- 
seben Kreises vom Eadius e und diese alle gehören als, Kreise 
von unendlich grossem Radius und unendlich fernem Mittel- 
punkte dem Systeme der Kreise an, die den gegebenen Kreis 
unter dem vorgeschriebenen Winkel schneiden. 

Führt man dieselbe Voraussetzung in tlie Bedingung des 
orthogonalen Schnittes ein, zieht man also aus 

E^ — c^ r\ {E -j-c){B — c) = 2Ee = — r^ 

so erfährt man, dass die eine Gerade orthogonal schneiden- 
den Kreise ihre Gentra in dieser Geraden haben müssen und 
also das Bildkreissystem der durch sie gehenden Nor- 
malebene zur Tafel liefern. Der imaginäre Kreis erlaubt 
diesen Übergang nicht. 
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9i. ^Vn denken n n Itn Mittelpunkt des festen Kreises 
als Anfan^=ipunkt eines i echt winkligen Ooordmatensyatems, 
dessen Axe - lie diiich ihn gehende Normale zur Tafel ist, 
sodass die Axei c und y em P'vir zu einander rechtwinklige 
Durchmesser jenes Kieises &ind dann stellt für den als ver- 
änderlich gedachten Kieis » dei Radius die Coordinafce z des 
Punktes im Eiume lai von dem er der Bildkreis ist, und 
man hat das Quidnt semei Centraldistanz c mit dem festen 
Kreise als he Summe dei Quadrate der Coordinaten x und 
y seines Centrum und les z igehörigen Punktes im Räume. 
Dadurch gehen die loi mein dei beiden vorigen Art., welche 
die Abhängigkeit dei Tireise der aufgezählten zweifach un- 
endlich vielen Kreise von ihren Grundkreisen ausdrücken, 
über in Formeln, welche die Abhängigkeit der rechtwinkligen 
Coordinaten der durch diese Kreise abgebildeten Punkte des 
Raumes dai'stelleu oder die Gleichung der durch sie er- 
füllten Oberfläche (Art. 86) liefern. Man erhält so aus 

der Bedingung des orthogonalen resp, diametralen Schnittes 
c2 = + i;= + »-^ 

die Gleichung des gleichseitigen einfachen llotations- 

hyperboloides mit der Tafel als Ilauptebeuc und der Axe 

als Hauptaxe in der Form 

x' -[- i/ = b:' -\- s\ 

und die Gleichung des gleichseitigen zweifachen Ilota- 
tionshyperboloides unter den gleichen Voraussetzungen in 
der Form 

«' + / = — -K' + ^'i 
daraus die des Netzkegels für ß =^ 
a;3 -f- 3/ä = s', 

die Grehzform zwischen beiden. Sie geben für s --^^ 

x^ + y^ = B\ a;^-t-/ = -E^; 
das erste die Gleichung des Kehlkreises, das letzte deutlich 
den Seheitelkreis als Symmetrie -Stellvertreter eines Kreises 
von imaginärem Halbmesser bezeichnend. Die Annahme s = oo 
fordert auch x, y unendlich gross sowohl für positives alH 
für negatives I&, also insbesondere auch für li = 0; die un- 



y Google 



108 III, Die Lehre vom Winkel schnitt der Kreise iintl Kngcln üü, 

eiidlicli fernen Punkte des Netzhyperboloidea, gleicliviel ob 
es ein einfaulies oder Kweifaclies ist, sind durch die Dui'cli- 
messer des Grundkreises abgebildet, die iu der That (Art. 
92) sowohl orthogonal als diametral schneiden. 

Für zwei solche Hyperboloide von demselben Katlius Ä 
folgt aus den Gleichungen für Kreise der zugehörigen Netüe 
von einerlei Radius s die Differena der Quadrate der Abstände 
ihrer Mittelpunkte vom Mittelpunkte tlcs Netzes gleich 2B^ 
und für Kreise von einerlei Mittelpunkt die Differenz der 
Quadrate ihrer Radien ebenso gross, also constant. Aus x = 
resp. */ = erhält mau die Querschnitte des einfachen Hy- 
perboloids in den Ebenen ys und sx resp. mit den HLiupt- 
axen in y resp. x 

f = E^ + z-, j^ = Ji^ 4- ä^ (vevgl. Art. 68) 
und die entsprechenden Querschnitte des zweifachen Hyper- 
boloids mit derselben Hauptaxe z (vergl. Art. 62) 

f-{~B!' = s^, x^-^W = b\ 
Mit x^ = R^ wird der Hclmitt des einfachen Hyperboloids 
mit einer Tangentialebene im Kehlkreise d\irch 
,/ = i^ „der (jf + z)iy — ä) = Vi 
als das Paar der besproclienen 45" Linien erhalten; für das 
zweifache Hyperboloid ergäbe sich dasselbe mit x^ = — ü^ 
oder 3- = + ny^^. Für X^ = TiV ^i«! <5oi- Hchniit einer 
Normal ebene zur Tatel in 

f =. (M' - II,') + ä', ,f-M'~ (R' + ;« 

und y^ = ^ — Ii^^ 
resp. mit dem einfachen und zweifachen Hyperboloid 
sowie dem Netzkegel ausgedrückt und man findet in diesen 
Formeln wieder, was in Art, 91 geometrisch entwickelt wor- 
den ist. 

95. Für den gleichseitigen Rotatiouskegel mit zur 
Tafel normaler Axe, den das System der einen festen Kreis 
berührenden Kreise abbildet', wird aus c^ ^ S^ + 2Iir -)- r'^ 

a;^ + j,^ = ü^ 4- 21U + s'' = (JJ + zf, 
woraus für s = als sehi Spurkreis in der Tafel der feste 
Kreis x^ ■-\- y' =^ B,^ wieder hervorgeht, w'ähreiid für x imd 
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y gleich Null die Entfernung seiner Spitze von der Tafel 
s = Ijl Ji erhalten wird, dem Radius der Basis gleich. Die 
Tangenten des Gf rundkreis es repräsentiren seine unendlich 
fernen Punkte in den zugehörigen Mantellinien. Wenn maii 
die Tafel parallel sich selbst his zu seiner Spitze verschoben 
dentt, so dass für it + s nun das neue « zu setzen ist, so 
geht seine Gleichung in die des Netzkegols in Art. 93 über, 
x^ -\- y^ ^ B^, mit der Spitze in der Tafel, Für unendlich 
grosses M und die feste Gerade als Axe y folgt 

s cos e = a: , 
die Gleichung der oben bezeichneten Ebene, aus welcher 
durch eine Parallelverschiebung der Tafel, d. h. mit Ersetzung 
von Ä durch z — n^, nur die Form (s — 2„) cos 6 = x ent- 
springt, die für a; = 0, s == s,, eine zur Axe y parallele Ge- 
rade liefert. 

Wenden wir uns nun zur Bedingung des Schnittes mit 
einem festen Kreise von endlichem reellen E.adius 7i unter 
Winkeln von gegebenem Cosinus 

c^ = li^ + /^ ■ — 2J?)- cos (T, 
so geht sie über in 

ff} -\.f^ E^ + s^ — 2IiB cos G 
als Gleichung der entsprechenden Fläche. Sie ist wie 
die vorigen vom zweiten Grade, sehneidet die Tafel in einem 
Kreise x^ -{- y^ == R^, wird auch von jeder zur Tafel par- 
allelen Ebene s = s^, in einem Kreise 

x' + y^ = !?'{' .s/ — 27fSo cos 6 = B„* 
geschnitten und hat, weil für x, y, z als gleichzeitig unend- 
lich gi'oss die Glieder JR^ uud 2E^ cos 6 gegen die Quadrate 
der X, y, s verschwinden, mit dem gleichseitigen Rotations- 
kegel 

x' -\-y^ = z^ 
den nämlichen unendlich fernen Querschnitt; sie ist also 
ein gleichseitiges Rotationshyperboloid. Verlegt man 
die Tafel oder die a;j/-Ebene in die Ebene s = s^,, so dass 
für s nunmehr (s — s^ zu setzen ist, so geht die Gleichung 
über in 
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x'' + f = iJ^ -f (g — g^f — 2B(0 — 2„) cos 6 

= iis + ^2 _ 21tB eos e — 22:S(, -f «„' + 2Ii^o cos e 
= (E^ + s^^ + SJJ^n cos fl) + ^^ - 2s(_So + i« cos o) 
und man erhält für die Watl der Grösse der Verschiebung 
2o ^= — IE cos die Gleichung der Fläche in der Form 
a;? + ys _ (ü^ + ßä coa' ö — 2^" cos' ff) + ^ = R' sin^ ö + 3' ; 
der Gleichung eines gleichseitigen Kotationshyperholoides von 
der Axe s, dessen Haupfcebene im Abstände — K cos von 
der Tafel ebene Hegt und für welches das Quadrat vom Ra- 
dius des Kehlbreises gleich i^ sin^ e gegeben wird. Der 
7,mn Grundkreise concentrisehe Kreis vom Radius JS cos ff ist 
daher der Basiskreis seines Asymptotenkegels oder die 
Tangenten desselben (vergl. Art. 92) sind die Bildkreise seiner 
unendlich fernen Punkte, die Kreise von unendlich grossem 
Radius und unendlich fernem Mittelpunkte im System der 
Schnitfckreise vom Winkel zum Grundkreise. 

96. Das im vorigen Art. gefundene Hyperboloid ist 
für alle reellen und endlichen Winkel ff ein einfaches 
Hyperboloid, weil für solche eosö<l und somit 1 — cos^ö 
oder sin^ 6 positiv ist, somit der Schnitt des Hyperboloids 
mit seiner Hauptebene ein reeller Kreis ist. Unter der An- 
nahme aber, dasa die Gleichung 

cä = iJä -f r^ — 2Iir cos a 

den Winkel zweier Kreise auch dann definire, wenn sieb die- 
selben nicht reell schneiden, wofür dann natürlich cos 6 eine 
nicht in den Grenzen 4: 1 und liegende Zahl ist, deren 
Quadrat also immer grösser als 1 ist, wird sin^ ff negativ 
und damit auch das Badiusquadrat des Hauptschnittes vom 
entsprechenden Hyperboloide negativ; das Hyperboloid der 
Punkte, deren Bildki'eise ein solches System bilden, ist also 
ein zweifaches gleichseitiges Eotationshyperboloid 
mit zur Tafel normaler Axe, welches den gegebenen festen 
Kreis zum Spurkreise in der Tafel hat, dessen Hauptebene 
im Abstände — li cos e von der Tafel liegt und für welches 
R sin ff den Radius des Scheitelkreises oder den Abstand der 
Scheitel vom Mittelpunkte giebt. 
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Und da beim zweifachen Hyperboloid auch der Gciiud- 
kreis It oder der Spurkreis selbst imaginär sein kann, 
wenn nämlich die Tafel durch einen zwischen den Scheiteln 
gelegenen Punkt der Hauptaxe hindurchgeht, so wollen wir 
auch diesen Fall durch Einführung von — B? statt E^ oder 
Hi statt fi noch berücksichtigen, obwohl er die Grenze ele- 
mentarer Betrachtungen zu übersteigen scheint und jedenfalls 
für geometrische Constructions aufgaben gewöhnlich nicht in 
Betracht kommt. Die Grundformel giebt 

a;3 -[-/ = _ ija + / _ 2B.is cos e, 

also für einen rein imaginären Cosinus-Werth — wir 
wollen nun den reellen Factor desselben durch cos 6 vertreten 
sein lassen — eine reelle Fläche 

welche durch Verschiebung der Ebene xy um deu Betrag 
Hg = ]i cos e in die Form 

«' + »'-- -R' (1 + "«'' «) + »' 

Übergeht, die das zugehörige zweifache Hyperboloid gleich- 
falls sehr einfach bestimmt. 

97. Zur weitern Verdeutlichung wollen wir aber die ganze 
Entwickelung noch in einer die construirende Bestimmung 
unmittelbar liefernden andern Form geben, indem wir mis 
auf die Ermittelung derjenigen Kreise des Systemsbeschrän- 
ken, welche ihre Centra in einem festen Durchmesser 
des gegebenen Kreises haben. Wir wählen als solchen 
den in der Axe x liegenden und erhalten aus der Sehluss- 
gleichung des Art. 94 mit B^ für li^ sin^ die Gleichung 

a;« — s« = R^ 
als die Gleichung der in der zugehörigen Normalebene zur Tafel, 
der Ebene Xß, gelegenen Meridianhyperbel, einer auf ihre 
Axen bezogenen gleichseitigen Hyperbel. Wir wollen eine 
solche gleichseitige Hyperbel von der reellen Halbaxe MA 
= MA* = Tg (Fig. 55) betrachten, deren Hauptaxe mit der 
Axe X und deren Nebenaxe mit der Axe eines rechtwink- 
ligen Coordinatensystems am Mittelpunkte M zusammenfällt. 
Vom Punkte P' oder {x', s') derselben fallen wir Perpendikot 
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P'O und P'O* auf die Axen s nnd x und beschreiben mit 
ihren. Längen OF' = x' = R, resp. 0*P'=s' = K* Kreise 
lim die Fusspunkte und 0*; wir fällen fei'ner von einem 
beliebigen Punkte P oder (x, s) der Hyperbel auf F'O das 
Perpendikel PN von der LUnge s' — s und bescbreilien nm 
N mit demselben als Radius r einen Kreib, und fällen end- 
lich von demselben Punkte P auf P'O* das Perpendikel PN* 
von der Länge x' — x = r* und bescbreibeu damit um JV* 
einen Kreis. Dann ist die Centraldi stanz zw ischen den Krei- 
sen und N yon den Radien x' und {s' — s) gleich h und 
die zwisclieu den Kreisen 0* und N* von den Radien ^ und 
{x' ~ x) gleich .s, und für die Cosinus der Wmkel, untei denen 
sich diese zwei Paare von Kreisen schneiden, gelten somit 
die definirenden Gleichungen 

'^"^'^- 2«;'(/-^) . COS0 = 3^. ^^_^j 

Nach Art. 69 oder wieder direct aus der Anschauung unserer 
Hyperbel als Umlegimg der Durchdringung dei mit den Schei- 
teln Ä und Ä* und zur Tafel xy normalen Axen gebildeten 
gleichseitigen Rotationskegeln entnehmen wir abei , dass der 
ans dureli P' beschriebene Kreis stets die Scheitel A, A* ent- 
hält, sodass immer x^ — sr' =^ r^,^ ist und somit auch x'^ — x" 

= 2'* — s^. In Folge dessen geben unsere Gleichungen sofort 

eoa (T = — r und cos s* = -; = — — . 

Aus derselben Anschauung erhielten wir aber auch für die 
Tangente der Hyperbel im Punkte P' den Satz, dasa ihr Euss- 
pnnkt T in der Nebenaxe und der Fusspnnkt der zuge- 
hörigen Ordinate mit den Scheiteln A und A* rechte Win- 
kel bestimmen; daraus folgt (Fig. 55) 
s':x' -^MO: OP' = MO : OA^^ OA : OT =^ OP' : OT 
^ cotaji a 
für a als den Winkel, den die Tangente der gleichseitigen 
Hyperbel in P' mit der Axe der x oder mit P' einschliesst; 
und aus MO : OP' = cotan a sehen wir, daas a auch der 
Winkel ist, unter welchem die Coordinate OP' vom Mittel- 
punkte der Hyperbel aus erscheint. Damit ist zugleich' klar 
geworden, dass die Lehre vom jdanarcii System in Ai-t. 28 
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den Weg zu den nun gefundenen allgemeineren Resultaten genau 
bezeichnet hat; der Streckung des Kreises B in die Ge- 
rade s entspricht der Übergang der Meridianhyperbel 
in dieFalllinie der Ebene. Fiircose*= — hat man also 

C08 6* = OP' : MO == ÜlfO* : 0*P' = cotan (90" — k), 
d. li. die geometrische Definition, die in diesen Bezieh- 
ungen liegt, besteht gleichmässig für die Kreissystemo 
mit cos e == c und für die mit cos e* = — , von denen die 
Kreise des einen den zugehörigen Grundkreis B unter reellem 
Winkel (cos e < 1) und die des andern den Grundkreis i?* 
unter nicht reellem Winkel von Torgeschriebenem Cosinus 
(cos ö* > 1) durchschneiden. 

98. Daraus entspringt folgende Construction für die 
Kreise, welche einen gegebenen festen Kreis Ji unter 
Winkeln von vorges-chriebenem Cosinuswerth schnei- 
den: Man bestimmt den stets reellen Winkel te, dessen Cotan- 
gente dem gegebenen Cosinus gleich ist und bildet über einem 
Radius P' des gegebenen Kreises B (Fig. 55) das bei recht- 
winklige Dreieck T'OM, in welchem dieser Winkel k der Ka- 
thete P' gegenüberliegt Dann ist M der Mittelpunkt, MO 
die eine und die dazu rechtwinklige Gerade die andere Äse der 
gleichseitigen Hyperbel dureh P', welche die Kreise des Sy- 
stems mit der Centrale P' und damit das ganze System 
repräsentirt. Man erhält auch durch Antragen von « in P' 
an OP' die zu P' gehörige Tangente der gleichseitigen Hy- 
perbel; für « > 45" wird MO ihre Nebenaxe und der aus 
durch P' beschriebene Kreis B selbst schneidet aus der Haupt- 
axe die Scheitel A und A* heraus; für a < 45" ist MO die 
Hauptaxe, die Parallele durch iH zu P'O die Nebenaxe, und 
durch das Perpendikel von P' auf sie und den mit seiner Länge 
um seinen Fusspunkt beschriebenen Kreis erhält man die 
Scheitel. Betrachtet man diese gleichseitige Hyperbel als aus 
der Normalebene zur Tafel durch OP' niedergelegt, so sind 
die Bildkreise ihrer Punkte die Kreiae vom Schnittwinkel ff 
mit dem gegebenen Kreise aus durch P' von der Centrale 
OP'. Denkt mau die aufgerichtete Hyperbel um ihre zur 
Tafel normale Axo gedreht, so ist jedes der beiden in Be- 
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zug auf die Tafel zu einander orthogonal-symmetrischen gleich- 
seitigen Eotationshyperljoloide, welche sie erzeugt — ihren 
zwei entgegengesetzten Aufriehtungen entsprechend — ein 
Ort der Punkte im Räume, deren Bildkreise den gegebenen 
!Kreis unter Winkeln von dem YOrgeschriehcnen Cosinus schnei- 
den. Für cos = cotan k < 1 und somit « > 45*' sind die- 
selben einfache Hyperboloide; beschreibt man in diesem 
Falle um mit der reellen Halbaxe MA als Radius einen 
Tfreisj so bilden diejenigen Kreise des Systems, die ihre Mit- 
telpunkte in einer Tangente desselben haben, zwei zum Berüh- 
rungspunkte symmetrisch liegende lineare Reihen berüh- 
render Kreise (Art. 87): Ihre Berührungspunkte sind zu beiden 
Seiten des Berührungspunktes der Centrale in der Entfernung 
OM gelegen, denn sie sind die Bildkreisreihen der geraden 
Linien des einfachen gleichseitigen Hyherboloids in der durch 
die gewählte Gerade gehenden Normaiehone zur Tafel. Für 
cos ff = cotan « > 1 und somit a < 45" sind die entstehen- 
den gleichseitigen Hyperboloi3e zweifache, und eine Zusam- 
menfassung der Kreise des Systems in Paare von berührenden 
linearen Reihen ist nicht möglich (Art. 88). Weil aber durch eine 
gleichseitige Hyperbel mit zur Bildebene normaler Hauptaxe 
stets zwei gleichseitige Rotations kegel mit zur Bildebene nor- 
malen Axen gehen, für die die Endpunkte der im Mittelpunkte 
auf der Ebene der Hyperbel errichteten ihrer halben Hauptaxe 
gleichen Normalen die Spitzen sind (Art. 58f,), so ordnen sich 
die Kreise des Systems bei niclit reellem Schnittwinkel in Sy- 
steme mit einerlei G-rundkreisdurchmosser als Cen- 
trale, deren Kreise dann immer zwei gleiche feste 
Kreise auf einerlei Art berühren: Ihre Radien sind da- 
her gleich MO und ihre Centra liegen um AM von entfernt 
in dem zur Centrale senkrechten Durchmesser; sie gehen durch 
die Endpunkte des in ihr liegenden Grundkreisdurchmessers. 
99. Denkt man ein solches Hyperboloid im Räume festge- 
halten und die Tafelehene längs seiner Äxe und unter Pest- 
haltung der Rechtwinkligkeit zu derselben verschoben, so 
enthält sie nach einander alle seine Parallelkreise als Spurkreise 
und man erhält aus dem einfachen Hyperboloid nach 
einander die Systeme für alle Schnittwinkel bei concentri sehen 
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reellen Grundkreiseii, deren Radien YOin Kelilkreisradius des 
Hyperboloids mit dem Sclinifctwinkel ff und dem Neigungswinkel 
der Tangentialebene a gleich 90" stetig wachsend alle Wertlie 
durchlaufen unter steter Abnahme der Winkel a und ff in 
der Weise, dass a dem Grenzwerthe 45" und 6 dem Grenz- 
werthe 0" zustrebt, welche beide gleichzeitig für die Tafel als 
unendlich fernen Queischnitt erreicht werden. Die Radien 
derjenigen Kreise der verschiedenen diesen Lagen entspringeu- 
den Systeme, welche den nämlichen Mittelpunkt haben, durch- 
laufen dabei alle Grössen, von Null, wenn die Bildebene durch 
einen der beiden zugehörigen Punkte in der Fläche des Hy- 
perboloids geht, bis zum unendlich grossen Werthe bei end- 
licher Centraldistanz; jeder der Werthe erscheint dabei zwei- 
mal. Dagegen ergeben sich aus dem zweifachen Hyper- 
boloid für Bildebenen, die seine Äxe in der Strecke zwischen 
den Scheiteln treffen, imaginäre Grundkreise, von denen 
der Pusspunkt der Hauptaxe als Mittelpunkt und eine negative 
Grösse als Radiusquadrat bekannt ist, nämlich die Differenz 
vom Quadrat des Abstandes der Ebene vom Mittelpunlite 
vermindert um das Quadrat der Halbaxe des Hyperboloids; 
man sieht, dass solche Kreise durch ihre reellen Symmetrie- 
kreise vertreten werden können wie früher und dass diese Sym- 
metriekreise durch die betreffenden Lagen der Tafelebene 
aus der Scheitelberührungskugel des zweifachen Hyper- 
boloids ausgeschnitten werden; die zugehörigen Cosinuswerthe 
sind rein imaginär. (Vergl. Art. 96.) Die Bildebene durch das 
Centrum des Hyperboloids Hefert das Netz mit Scheitella'eis 
als einen imaginären Kreis mit rechtwinkligem Schnitte (cos ö 
= 0) — in Bestätigung des schon im Art. 92 Gefundenen, 
Für die übrigen Lagen der Bildebene zwischen den Scheiteln 
spricht sich das Nämliche aus in der Relation jener gleichen 
Kreise, welche wir am Schlüsse des vorigen Art. als gemein- 
same Berührungskreise aller Kreise des Systems für einerlei 
Grundkreis -Durchmesser als Centrale gefunden haben; sie 
schneiden den reellen Grandkreis im Durchmesser, den aus 
der Scheitelberührungskugel erhaltenen Symmetriekreis andern- 
falls schneiden sie orthogonal. Die Winkel ■wachsen vom 
Scheitel bis zum Ceutrum durch alle Werthe von 0" bis 90". 
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Fßr dio Ebene durch einen Scheitel erhält man einen 
Grimdkreia vom Radius Null mit « gleich Null und somit 
Schnittwinkeln von unendlich grossem Cosinus; für alle Übrigen 
Lagen der Tafel Grandkreise mit Radien von allen Grössen und 
Kreissysteme vonfestennicht reellen SchnittvTinkeln,weil 
immer k<45'' und cose>l ist, bis die Tafel in unendlicher 
Entfernung vom Mittelpunkte des Hyperboloids ankommt, und 
damit der Grenzwerth k = 45*', cos ff = 1 und e die Berüh- 
rung der Kreise mit dem Grundkreise erreicht würde. 

100. Man kann umgekehrt für denselben Kreis die gleich- 
seitigen Rotationshyperboloide zu allen Cosinus wer then von 
Schnittwinkehi construiren. Man erkennt zuerst, daaa die Ge- 
sammtheit der Hyperboloide durch einen Kreis ein Büschel 
von Flächen zweiten Grades mit der nämlichen aus diesem 
Kreise und dem unendlich fernen Querschnitt zusammenge- 
setzten Durch dringungscurve bildet; und sodann, dass cos ff der 
Parameter des Büschels ist, der für reelle Flächen alle reellen 
Zahlwerthe durchlaufen wird; je zwei einem Cosinuawerthe 
oder demselben Parameterwerthe zugehörigen unter den durch 
zwei feste Kreise der Tafel gehenden Büscheln dieser Art 
durchdringen sieh in einem Kegelschnitte und liefern ein ein- 
fach unendliches System vo]i Büdkreisen mit in einem Kegel- 
schnitte vertheilten Centren, welche die gegebenen Kreise unter 
dem vorgeschriebenen Winkel schneiden. Aber die Gesammt- 
heit dieser Systeme bildet ein neues einfaches Sy- 
stem, nämlich ein Kreisnetz, Weil man erhält 
B^ +3^ — te' + !/') 
'''"'- 2B. ' 

nnd weil also für zwei Kreise von den Hadien 11^ und H^ li.^ 
(+ zur Berücksichtigung der möglichen Gleichheit oder des Ge- 
gensatzes im Sinne) und der Central distanz c für die Axe x als 
Centrale und den Mittelpunkt des ersten Kreises als Anfangs- 
punkt der Coordinaten bei gleichen Schnittwinkehi sein mnss 
+ {n,' + ,'-x'~y']B,-{BJ' + f~{x-ef-f]B, 
d. h. durcli Ordnung nach den Veränderlichen £, x, y und 
Division mit {R^ ^ E^ 

«• - (.»' + ,f) - j^^ - 2«a, 5_ |-j,_ + n,R„ 
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SO sieht man, dass alle die Kreise, welche zwei beliebig ge- 
gebene Kreise in der Tafel unter Schnitt winkeln von glei- 
chem Cosinuswertlie, gleichviel von welcher Grösse dessel- 
ben, schneiden, ein zweifach unendliches System bilden 
und zwar ein solches, das von einem reellen oder einem 
imaginären Kreise unter rechten Winkeln geschnitten wird, 
d. h. ein Kreisnetz; denn der Ort der Punkte, deren Bild- 
kreise sie sind, ist wieder ein gleichseitiges Rotationahyper- 
boloid, dessen Oentcum aber in der Bildebene, nämlich Inder 
Centrale der Grundkreiae liegt. Man sieht auch, dass dieses 
neue gleichseitige Hyperboloid in eine zur Centrale in ihrem 
Hai binmgs punkte normale Ebene übergeht für M^ = B^ bei 
Geltung der oberen Zeichen, da dann gegen die gebrochenen 
Glieder auf der rechten Seite der vorigen Gleichung mit ihren 
unendlich grossen Coefficienten alle andern Glieder verschwin- 
den, so dass durch Unterdrückung desselben entsteht c == 2a; 
— ganz wie es die Anschauung unmittelbar lehrt; Die Durch- 
dringungshyp erbein aller Paare solcher zu gleichen Kreisen 
tiir bestimmte gleiche Cosinuswerthe der Schnittwinkel con- 
struirfcen Hyperboloide liegen in der.Ebene, welche ibre Cen- 
traldiatanz rechtwiuklig halbirt; das System der gesuchten 
Kreise ist die Gesammtheit der Kreise, welche ihre 
Mittelpunkte in der senkrechten Halbirungslinie der 
Centrale der gleichen Grnndkreise haben. 

101. Der Hauptschnitt des Netzhyperboloids der ICrcise, 
welche zwei gegebene Kreise unter Winkeln von gleichem 
Cosiuuswerthe durchschneiden, kann dann leicht gefunden 
werden. Zunächst in Anknüpfung an die Formel des vorigen 
Artikels; denn als Spurquerschnitt des Hyperboloids 

'' - («■ -H « - sr^-M-, ~ ^" BTT^ ± «.•«> 

erhält man mit s = den Kreis 

Denkt mau sich aber den Anfangspunkt der Coordinateu in 
der Axe x nach seinem Mittelpunkte verschoben, so entspricht 
dies der Einsetzung von {x — x') für x in diese Gleichung 
unter solcher Wahl von x', dass das in x lineare Glied der- 
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selben verschwindet und damit die auf der rechten Seite ver- 
einigte Gmppe constanter Glieder das Eadiusquadrat des Krei- 
ses ausdrückt. So findet man für die ÄbsciBae des Mittel- 
punktes den VVertli 

■ H|C 

und erkennt damit die beiden Ähnlichkeitspunkte der 
Grundkreise als die beiden Lagen des Mittelpunktes, 
entsprechend den beiderlei Vorzeichen des B^ und damit der 
Gleichheit oder dem Gegensatze des Drehungssinnes der Kreise 
und der von ihnen mit den Kreisen des Systems gebildeten 
Winkel. Das Radiusquadrat ergiebt sich als das des zu- 
gehörigen Poteuakreises, das denkbai- einfachste Resultat. 
Wir haben aber dieses Resultat bereits längst vor- 
her in ganz anderer Weise gefunden und hier nur den 
Anlass erhalten, dasselbe in seiner eigentlichen ste- 
reometrischen Auffassung zu verstehen; denn es ist in 
der Lehre von den potenzhaltenden Punkten und Kreisen enthal- 
ten, wie sie in Art. 76 f. entwickelt worden ist. Wir sahen dort, 
dass zwei Paare potenzhaltender Punkte auf zwei Strahlen aus 
demselben Ähnlichkeitspunkte in einem Kreise hegen, der beide 
gegebene Kreise unter denselben Winkeln schneidet und zum zu- 
gehörigen Potenzkreise rechtwinklig ist. Wir sehen nun, dass die 
gegenwärtige Entwickelung die stereomefcrische Literpretation 
davon ist ; alle diese Kreise sind Bildkreise der Funkte eines ein- 
fachen gleichseitig an Botafcionshyperboloids, das den Potenzkreis 
zum Kehlkreise hat; Fig. 56, Tafel YIII zeigt zu den sich schnei- 
denden Kreisen K^, K^ die aus den Ähnliehkeitspunkten A, J 
beschriebenen Potenzkehlkreise P^, Pj und für zwei Punkte 
P, P* als Centra die Paare der sie orthogonal und die -ff^, 
K^ gleichwinklig schneidenden Kreise ; die Schnittwinkel sind 
bei Preell, bei P* imaginär. Sie sind die Bildkreise der Punkte 
eines zweifachen gleichseitigen ßotationshyperboloids mit dem 
Potenzkreise als Scheitelkreis, wenn dieser ein Symmetriekreis 
reciproker Radien statt einer Directrix ist; dann schneiden 
ihn auch jene Kreise im Durchmesser statt orthogonal; in Fig. 
5T ist für nicht schneidende Grundkreise Ki,K^ mitdemPotenz- 
kehlkreise Vj und dem Fotcnascheitülkreise S^, das Paar der 
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schneidenden aus P geaeiehnet. (Vergl. Äi-t. 73.) Kurz man 
kann sagen, daas die Lehre vou der gemeinsamen 
Potenz nnd von den potenzhaltendeii Kreisen von 
zwei Kreisen die planimetrisch dargelegte Form der 
Anschauung der letzten Ergebnisse unserer stereo- 
nietrischen Betrachtungen ist. Doch giehfc unsere ele- 
mentare Rechnung auch das Resultat, dass für ein bekaiui- 
tes Verhältniss der Cosinuswerthe von ffj und 6^ %. B, 

cos öl : cos »2 = Gl = ^2 
das Ergeh niss im Wesentlichen dasselbe bleibt; u.a. ui. 
Und sie hat uns gelehrt, dass die Gesammtheit der Kreise, 
vfelche zwei gegebene Kreise unter gleichen Winkeln schnei- 
den, sich nach der Grösse dieser Winkel oder vielmehr ihrer 
Cosinuswerthe in einfach unendlich viele Bildkreisaysteme von 
Kegelschnitten ordnen; und wir erkennen darin ein Ordnungs- 
princip für die Gesammtheit der zweifach unendlich vielen 
potenzhaltcnden Kreise, welches nähere Betrachtung verdient. 
Diese werden wir weiterliin (Art. 134f.) durch die allgemeine 
Theorie der Kegelschnitte' ausführen. Wir werden dabei 
sehen, dass da,s System der Kreise, welche beide gegebene 
berühren, das einfachste in planinietrischer Hinsicht, und ste- 
reometrisch die Durchdringung der beiden Kegel unter den 
Hyperboloiden der Syteme von bestimmtem gleichem Schnitt- 
winkel, die Uhemcht des ganzen Systems m der Weise mar- 
kirt, wie wir schon die potenzhaltenden gemeinsamen Beriih- 
rungskreise zu zwei Kreisen in Art. 81 heiTortreten sahen. 

103. Zu zwei Kreisen 1 und iJ gehören zwei Potenz- 
kreise, ein äusserer und ein innerer, und dieselben bestimmen 
die beiden Netze von Kreisen, deren Gesammtheit die gleich- 
winklig sehneidenden Kreise heider bildet; sie sind zu jenen 
Potenzkreisen orthogonal fUr positive Potenz und zu dem einen 
vou ümeu diametral für negative Potenz. 

Hat man drei Kreise 1, 2, 3, so mögen die Ähnhchkeits- 
punkte und Potenzkreise von 1 und 2 als Ä^ und Jg resp. A3, I^; 
die von 2 nnd 3 als Äy, J, resp. A^, l^ und die von 3 und 1 als 
A^, J.^ resp. Ag, la bezeichnet werden. Die Poteuzkreise grup- 
piren sich nach den vier Ahnlichkeitsaxen in die vier Tripel 
Ai, Aa, Aaj A^, I^, I,; \, A3, Ij) I^', I3, A^, 
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welche je ein Büschel bilden, so dass die zugehörigen 
gleichseitigen Eotationahyperboloide sieh in dersel- 
ben zur Tafel symmeti'i sehen gleichseitigen Hyperbel 
durchdringen; denn für einen Punkt der Durchdringung des 
Hyperboloides mit A^ mit dem von Ag hat man einen zu den Krei- 
sen 2 und 3 und resp. 3 und 1 gleichwinkligen Bildkreis, der also 
auch zu 1 und 2 gleichwinklig ist, so dass der zugehörige Punkt 
auch dem Hyperboloide von A^ angehören muss. Oder auch: Die 
drei Kreise bestimmen ein Netz und ein Netzhyperboloid, von 
dem ihr Potenzcentrum und Potenzkreis Mittelpunkt und Haupt- 
kreis sind — in dem besonderen Falle, wo sie durch einen 
Punkt gehen, ein konisches Netz und einen Netzkegel; wenn 
zwei von ihuen gerade Linien sind, so ist der Schnittpunkt 
derselben das Potenzcentrum und für einen als gerade Linie 
der Schnitt derselben mit der Potenzlinie der beiden anderen, 
etc. Die Potenzkreise der drei Paare aus den gegebenen 
Kreisen gehören weil zu den durch sie bestimmten Büscheln 
sämmtlich zu diesem Netze, und da sie ihre Centra zu dreien 
in gerader Linie haben, nämlich je zu dreien in einer Ähn- 
lichkeitsaxe der Kreise, so gehören sie zu solchen drei zu je 
einem Büschel; die Axen oder Centralen dieser Büschel sind 
die Perpendikel vom Potenzcentrum auf die Ahnlichkeitsaxen, 
und die zu diesen Axen symmetrischen und zugleich durch 
den gemeinsamen Orthogonalkreis harmonisch getrennton 
Punkte ihre Grundpunkte, sowie die Schnittpunkte dieses 
Kreises mit den Ahnlichkeitsaxen ihie Cfrenzpunkte. Auf 
den Unterschied in der Bedeutung dieser Potenzkreise als reelle 
oder nicht reelle Kreise ihier Büschel und folglich auch des 
Netzes der drei Kreise, und die Alt, wie derselbe sich aus- 
prägt, kommen wir weiterhin noch zurück, (Art.l29f.) Hiermag 
noch angemerkt werden, dass für die Ahnlichkeitekreise von 
drei Kreisen in Paaren (Art. 73) derselbe Beweis gelten würde. 
Man erhält also vier Büschel, die die Ahnlichkeitsaxen 
zu ihren resp. Poteiizlinien haben oder deren Centralen recht- 
winklig zu denselben sind. Die Ahnlichkeitsaxen gehören 
selbst zu ihnen als Kreise von unendlich grossem E.adius — 
wie sie denn in der That die Kreise 1, 2, 3 gleichwinklig 
schneiden (Art. 27, 47), In Fig, 58 sind die sechs Potenz- 
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kreise für einen Fall mit gegenseitig schneideaden Grundkreiseii 
1, 2, 3, wo sie also sämmtlich Potenztehlkreise sind, einge- 
zeichnet; dazu auch für die beiden Ahnlichkeitsaxen s^ und s^ 
die Centralen der Büschel ßo und py. Alle vier Büschel sind Bü- 
schel mit Grundpunkten. In diesen Büscheln sind für den Pimkt 
F" resp, den Punkt P^ als Centrum die gleichwinklig schnei- 
denden Kreise, den zugehörigen Potenzkreisen orthogonal, an- 
gegeben. Die Kreise dieser Büschel unterscheiden sich wie die 
Ahnlichkeitsaxen dui-ch die Art des gleichzeitigen Schnittes 
mit den drei Kreisen. 

Man sieht sofort — aus der Anschauung oder nach Art, 98 
— dass zwei Kreise aus demselben Centrum zu beschreiben 
sind, die einen gegebenen Kreis unter gleichen Winkeln schnei- 
den; der eine von ihnen (der vom grösseren Radius oder dem 
Punkte von der grösseren Ordinate im Hyperboloide entspre- 
chend) schneidet denselben, wir wollensagen mehr einschliea- 
send, der andere mehr ausschliessend, denkt man den 
Schnittwinkel sich dem Nullwerthe oder das Hyperboloid dem 
Kegel nähernd, so nähert sich der erste dem einschliessenden, 
der letzte dem ausschliess enden Berührungskreise. Man könnte 
etwa auch sagen, der eine schneide den festen Kreis über 
dem Durchmesset, der andere unter dem Durchmesser, oder 
der Winkel e des ersten mit dem festen Kreise sei spitz, der 
Winkel ö des zweiten stumpf, also 180" — <J; wir wollen den 
ersten Ausdruck als den am meisten anschaulichen für reolle 
Sehnittwinkel gebrauchen. In Fig. 58 schneidet offenbar der 
Kreis von P' von den drei Urundkreisen den ersten mehr um- 
schliessend, die beiden andern mehr ausschliessend. Wenn wir 
diese Bezeichnuugsweise hier zunächst für den gleichwinkligen 
Schnitt eines Kreises mit gegebenen Kreisen anwenden, so ist 
doch evident, dasa sie ganz unverändert für den Schnitt unter 
beliebigen verschiedenen Winkeln gilt. {Vergh Ai't. 126 f.) 
103. Wir werden nun sagen, der Schnitt eines Kreises 
mit drei festen Kreisen unter dem Winkel <J sei gleichartig, 
wenn derselbe alle drei mehr einschliessend oder alle drei 
mehr ausschliessend berührt und so ist die Relation der Kreise 
des Büschels, welches die Ähnlichkeitsaxe Ä^Ä^A^ oder s^ 
zur Potenziinie hat; dies Verhalten zeigt daher der Kreiw 
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lim F" in Fig. 58. Dagegen ist der Schnitt dur Kreise <lcr 
drei andern Büschel mit den gegebenen Kreisen ungleich- 
artig; nUmlich das Büschel von der Potenzlinie Ä^X^J^ be- 
steht aus Kreisen, die die Kreise 2 und 3 gleichartig, dagegen 
den Kieis 1 in der andern Art unter dem Winkel e sehneiden; 
MO bchneiden also z. B. die Kreise 2 und 3 mehr einschlies- 
hend und den Kreis 1 mehr ausschliesseiid unter dem Winkel 
6 oder umgekehrt, wie der Kreis um P^ in Fig. 58. Ebenso 
«ithneiden die Kreise des Baschels von der Potenzlinie Jj^J^J^ 
die Kreise 1 und 3 gleichartig und den Kreis 2 in der ent- 
gegengesetzten Art; und die Kreise des Büschels von der 
Potenzlinie J^tTjj-^ä ^^^ Kreise 1 und 2 gleichartig, den Kreis 3 
entgegengesetzt Natürlich sind alle drei Schnitte desselben 
Kreises mit den Kreisen 1, 2, 3 gleichzeitig reell und gleich- 
zeitig imd,gin II Offenbar kommen auch im Allgemeinen alle 
reellen und dlle imaginären Schnittwinkel vor. Unter den 
reellen heben wir die Grenzwerthe 0" und 90" hervor; der 
erste der Berührung entsprechend, die auch entweder ein- 
schliessend ist (ff = Ü**) oder ausschliessend (ff = 180"); wäh- 
rend offenbar der orthogonale Schnitt den Grenzüber- 
gang zwischen dem mehr einscbliessendeu uil den i eh aus 
achliessenden Schnitte bildet, weil der Supileuent v I el dea 
Rechten wieder ein rechter Winkel ist. W i sehen laraub 
dass der Orthogonalkreis der drei Kie e z allen vier 
Büscheln der gleichwinkligen Kreise geh ei i ss so lass 
sein Centrum der Schnitt ihrer Centralen p^, j>j, p.^, pg ist 
— (siehe Fig. Ö8), oder dass er die zwei Punkte abbildet, 
in denen sich die vier Durchdringungshjperbeln der Hyper- 
boloide zu dreien oder die sechs durch die Potenzkreisc der 
drei Kreise bestimmten Hyperboloide durchdringen. Er ist 
in Fig. 58 nicht reell, d. h. diese Punkte sind es auch nicht. 
Wir sehen also auch, dass die Ebenen der vier Büschel die 
vom Potenzcentrum gegen die Ähnlicbkeitsaxen gelegten Nor- 
malebencn und ihre Centralen die von jenem auf diese ge- 
fällten Perpendikel sind. Es ist klar, dass die Kreise selbst 
die aus diesen Centralen orthogonalen resp. diametralen zu 
den betheiligten Potenzkreisen sind, nämlich orÜiogonal för 
Kehlkreise, diametral für Seheitelkreise der Netzbyerboloide. 
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Jedes dieaev Perpendikel wird insbeaondei'e die Centra von /.wei 
Kreisen enthalten, für welclie der gleiche Winkel zu den [ge- 
gebenen Kreisen Null ist. Den Grenzpnnkten oder Nullkreisen in 
jenen Büscheln entspricht der Sclmitt unter gleichen Winkeln 
von uuendlich grossem Cosinuswertlie. Kreise von bestimmtem 
Radius enthält jedes dieser Büschel im Allgemeinen xwei, für 
den Radius des Potenakreises liefern ihre Oentra die zu ihm or- 
thogonalajmmetri sehen in Bezug auf die Ähnlichkeitsaxen ; etc. 
104. Wenn unter den drei Kreisen zwei, sagen wir die 
Kreise 2 und 3 von gleichen Radien sind, so fällt ihr äusse- 
rer Potenzkreis A^ in ihre Potenzlinie und das zugehörige Hy- 
perboloid in die durch diese gehende oder die Centrale 2 3 
halbireode Normalebene zur Tafel, indess der innere Potenz- 
kreis Ii um den Mittelpunkt der Centrale beschrieben ist; etc. 
Haben alle drei gleiche Radien, so sind die Hyper- 
boloide A^, A^, Ag die die Centralen normal halbirenden Ebenen 
und ihre Durchdringung die Normale zur Tafel im Mittel- 
punkte des durcli die Centra gehenden Kreises oder im Potenz- 
centrum; alle Kreise um diesen Punkt schneiden offenbar die 
gegebenen Kreise gleichwinklig und in gleicher Art, weil sie 
zu der in diesem Falle unendlich fernen äusseren Ähnlichkeits- 
axe ÄjA^Äg gehören. Wir nehmen nun beispielsweise an, die 
Kreise 2 und 3 schneiden sich nicht, werden aber vom Kreise 1 
geschnitten. Der Ahnlichkeitsaxe Ä^J.^J^ entsprechen dann 
Kreise mit der Potenzlinie A^ als Centrale, welche die Po- 
tenzkreise Isjla orthogonal schneiden; der Äxe Jj^^^^idg solche 
mit Ag als Centrale, die I^ diametral und I;, orthogonal schnei- 
den und der Axe JiJ^A^ solche aus der Centrale A^, welche I^ 
diametaral und I^ orthogonal sehneiden; sie bilden die GeSttmrat- 
heit der die Kreise 1, 2, 3 gleichwinklig schneidenden Kreise. 
In der ersten concenfcrischen Gruppe erscheint der Orthogo- 
naikreis und zwei der Berulirungskreise, in jeder der drei anderen 
Gruppen findet man im Allgemeinen auch zwei Berührungskreise. 
Haben die Gmndkreise insbesondere gleichen unendlich 
grossen Radius, oder sind sie in ihren endlichen Theilen drei 
gerade Iiinien, so arten die Hyperboloide sämratlich in die zur 
Tafel normalen Halbiningsehenen der von ihnen gebildeten 
Winkel aus und die vier Büschel werden zu den vier eonceii- 
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trisclien Systemen um die Mittelpunkte der oingeschi'iebcuen 
Kreise, wie schon in Art, 55 in ganz hierher treffender Art 
entwickelt worden ist. 

Bilden im vorigen Falle die Gentra ein gleichseitiges 
Dreieck, iii diesem Falle die endliehen Theile der Kreise ein 
gleichseitiges Dreiseit, so erhalten die vier Kreisbiischel die 
grösstmijglichste Symmetrie. 

105. "Wir besprechen endlich den Fall von vier Krei- 
sen und die Bestimmung der Kreise, die sie unter glei- 
chen Winkeln schneiden. Die Combination der Kreise 
1, 2, 3 und die der Kreise 2, 3, 4 liefert .je eine Gruppe von 
vier Büscheln von Kreisen, welche die jedesmal gegebenen 
drei Kreise unter gleichen Winkeln schneiden mit dem Unter- 
schiede von Gleichartigkeit oder Ungleichartigkeit in Bezug 
auf mehr ein- und mehr aus seh liessend nach dem Vorigen, 
Wenn ein Büschel der ersten Gruppe und ein Büschel 
der zweiten einen Kreis gemein haben, so entspricht derselbe 
der Aufgabe; denn jeder Kreis jenes Büschels ist zu den Krei- 
sen 12 3 gleich geneigt und jedes der sechs Hyperboloide 
der Gruppe 2 3 4 ist Ort von Punkten, deren Bildkreiee zu 
zweien unter den Kreisen 2, 3, 4 gleich geneigt sind; der 
Schnittpunkt der Hyperbel jenes Büschels mit diesem Hyper- 
boloid muss also einen zu allen vier Kreisen gleich geneigten 
Bildkreis liefern. So scheint man im Allgemeinen sechszehn 
Lösungen des Problems zu erhalten, die sich nach der Art 
des Schnittes von einander unterscheiden. Ist 0* das Potenz- 
centrum der Kreise 1, 2, 3 und sind p^*, p^*, j)/, p^ die Per- 
pendikel von demselben auf die Ahnlichkeitsaxen Sf,*, s^*, s^*, s/ 
der Gruppe; und sind ebenso p^^, j)j', p^, p^ die Perpendikel 
vom Potenzcentrum 0' der Kreise 2, 3, 4 oder 2, 3, 1* auf 
die zugehörigen Ahnlichkeitsaxen s^, s^^-, s^, Sj^ so sind noth- 
wendig unter den sechszehn Schnittpunkten zwischen einem 
Perpendikel p/ und einem Perpendikel p^ (wobei auch * == fc 
sein kann) die Mittelpunkte der gesuchten Kreise; aber sie sind 
nicht alle solche Mittelpunkte. Man erhält z. B. einen sol- 
chen aus dem Schnitt von p^ mit p^^ d. h. dem Schnitt der Nor- 
malen von 0* resp. 0^ auf die Ähulichkeitsasen resp., die in 
der Gruppe 12 3 den äusseren Ahnlichkeitspunkt von 1 und 2 
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mit den zwei inneren von 1 3, 2 3 und in der Gruppe 1*2 3 
den äusseren Ähnlichkeitspunkt von 1* 2 mit den inneren 
von 2 3, 1* 3 verbinden. Der Schnittpunkt ist Mittelpunkt 
eines Kreises, welcher die Kreise 1, 2, 3, 4 (l*) unter den- 
selben Winkeln schneidet, und zwar die Kreise 1, 2, 4 (1*) 
gleichartig, den Kreis 3 aber in entgegengesetzter Art. Der- 
selbe ist zu den Potenzkreisen der betheiligten fünf Ähnlieh- 
keitspunkte Ä^, J^, J^ (der ersten) und A*^, J,, J^ (der 
zweiten Gruppe — Jj ist beiden Gruppen gemein) orthogonal 
resp. diametral , je nachdem jeder . derselben ein Kehl- resp. 
Scheitelkreis des bezüglichen Netzhyperboloides ist. Die Schnitte 
von zwei gleichnamigen p und ebenso die von jj^ und p^, in 
beiden Systemen wie auch die von p2 und p^ in beiden geben 
Centra solcher Kreise, Fig. 59 enthält für die Kreise mit 
den Centren 1, 2, 3, 4 die Gruppen-Potenzcentra 0*, 0^ und 
die Ähnlichkeitsasen, von ihren Perpendikeln ß/ und j)„^, die 
sich im Mittelpunkte eines der gleichwinkligen Kreise treffen; 
der Radius desselben ist durch die Orthogonalität zum äussern 
Potenzkreise der Kreise 2 und 3 bestimmt. Die Tangenten in 
seinen Schnittpunkten mit den Kreisen 1, 2, 3, 4 an diese be- 
rühren in der That den nämlichen mit ihm concentrischen Kreis. 
Man sieht, daas zu vier Kreisen der Ebene damit eine 
Gruppe von acht neuen Kreisen und in ihren Centi-eu eine 
Gruppe von acht aus gezeichneten Punkten hinzutritt; es liegt 
nahe, nach ihrem Zusammenhange mit den früher beispielsweise 
berührten Beziehungen der vier Kreise (Art. 51) zu fragen; wir 
können nicht auf die Erörterung ihres Systems eintreten. Auch 
die Frage, wie die Radienwertbe Null und Unendlich unter 
ihnen vorkommen können, erörtern wir nicht im Allgemeinen. 
106. Die Grösse des Winkels e, unter welchem ein 
Kreis der Lösung die vier gegebenen Kreise schneidet, hängt 
von der Lage und Grösse dieser Kreise ab. Insbesondere 
kann derselbe 0" oder 180° sein und es soll hier der specielle 
Fall der vier Berührungskreise zu drei geraden Linien kurz 
besprochen werden, in welchem es bekanntlich einen gemein- 
samen Berührungskreia giebt, den man als den Feuer- 
bach'schen Kreis zu bezeichnen pflegt. 

Die vier Kreise, welche drei Gerade berühren, sind die 
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Bildkreise von vier Punktepaaren im Räume und die Basis- 
kreise der zugehörigen gleichseitigen Rotationskegel mit zur 
Tafel normalen Äxen, welche die durch die drei Geraden 
gehenden 45" Ebenen herühten. Solche vier dieser Kegel, von 
denen der über dem eingeschriebenen Kreise stehende seinen 
Mittelpunkt auf der enigeg engesetzten Seite der Tafel Yon 
den drei andern hat, durchdringen sich paai'vreis in sechs Hyper- 
beln und der Peuerh ach' sehe Satz ist der Ausdruck der Wahr- 
heit, dass diese Hyperbeln einen gemeinsamen Punkt 
F besitzen, von dem der Feuerbach'sche Kreis eben der Bild- 
kreis ist. Denn zwei Kegel zweiten Grades, die von densel- 
ben beiden Ebenen berührt werden, durchdringen sich immer 
in zwei ebenen Curven, weil sie sich in zwei Punkten berüh- 
ren, und eine Ebene, die durch diese Punkte und einen wei- 
teren Punkt der Durehdringungscurve geht, unendlich viele 
Punkte derselben enthält. Die Ebenen dieser Hyperbeln haben 
die Potenzlinien der Grundkreise zu Spuren und für den dem 
inneren Kreise entsprechenden Kegel als projicirend die Polaren 
ihrerÄhnlichkeitspunktemit diesem für ihn zu Fluchtlinien; jene 
wie diese gehen viermal zu dreien durch einen Punkt, der Scheitel 
des entstehenden vollständigen Vierkants ist ein gemeinsamei- 
Punkt der Kegel. Die Mittelpunkte dieser Hyperbeln sind or- 
thogonal projicirt in den Endpunkten der drei zu den Seiten 
des Dreiecks normalen Durchmesser des umschriebenen Kreises 
und sie liegen selbst zu dem durch diesen abgebildeten Ramn- 
puukt centrisch symmetrisch. Die Relationen des Feuerbaeh- 
schen Kreises treten aus der centralen und orthogonalen Dar- 
stellung dieser Durch drin gungsiigur hervor — es muss jedoch 
hier an diesen Andeutungen genügen, obschon der Gegen- 
stand durch das Bekannte nicht erschöpft ist. (Man vergleiche 
die Besprechung des Problems am Schluss S. 252 f.) 

Man muss aber auch zum Feuerbach' sehen Kreise ge- 
langen, wenn man die Kreise sucht, welche die vier dem Drei- 
seit eingeschriebenen Kreise unter gleichen Winkeln schnei- 
den; in dieser Rücksicht drückt er die Wahrheit aus, dass 
für Kreise von dieser besonderen Lage ein Kreis mit 
endlichem Radius von dem gemeinsamen Schnitt- 
winkel Null existirt. Um ihn ku finden, wird man ihre 
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Ähnlichkeitspunkte und Potennkreise in Paaren und ihre Ähn- 
lichkeitsaxen und Potenzpnnkto zu dreien in zwei Gruppen 
wenigsteoa bestimmen. Die zweimal vier Ahnlichkeitsasen lie- 
gen zu je zweien in den Seiten des Dreiecks und einzeln in 
derliarmonikale vom Mittelpunkte des eingeschriebenen Kreises 
uad eiuer Verbindungslinie der Schnitte seiner Ecktransver- 
salen in den Gegenseiten; die Perpendikel von den Potenz- 
punkten des ersten und des zweiten Tripels dieser Kreise auf 
die zugehörigen Ahnlicbkeitsaxen liefern durch ihre acht 
Schnittpunkte nach Maassgabe des Vorigen die Centra der 
gesuchten Kreise. Von diesen acht Punkten sind drei unend- 
lich fem in den Eiehtungen der Normalen zu den Seiten des 
Dreiecks ; der Schnittpunkt von jo„ mit ^i^* — wenn man die 
aussen berührenden Kreise als 1, 2, 3 und den eingeschrie- 
benen als 1* bezeichnet, ete. — giebt den Feuerbacb'schen 
Kreis und die Schnitte von p^ mit^^*, von p, mit p*, von 
p.^ mit p^* und von p^ mit p^* geben vier andere gleichwinklige 
Kreise; die ersten vier sind die gemeinschaftlich berührenden, 
nämlich der Feuerbach' sehe Kreis von endlichem Radius, da- 
gegen den unendlich grossen Radien und unendlich fernen Mittel- 
punkten entsprechend die Seiten des Dreiecks. Sie sind alle nor- 
mal resp. diametral zu den zugehörigen Potenzkreisen des Sy- 
stems. Vom Peuerbach's eben Kreise insbesondere ist dies in 
der Weise auszusprechen, dass er die Innern Potenzkreise 
zwischen dem ein geschriebenen Kr eise und den äusser- 
lieh berührenden Kreisen im Durchmesser schneidet 
— ■ als Bildkreis der beiden Schnittpunkte der bezögliehen zwei- 
fachen Hyperboloide; und dass er die äusseren Potenz- 
kreise der aussen berührenden Kreise in Paaren or- 
thogonal sehneidet als Eildkreis der gemeinsamen Punkte 
auch der bezüglichen drei einfachen Hyperboloide. Die Durch- 
führung der Figur ist ohne Schwierigkeit. 

107. Diese speciellen Fälle erhalten aber ihre rechte Be- 
leuchtung erst durch die Betrachtung desjenigen Problems, 
von dem auch die Aufgabe der Construction der zu vier Krei- 
sen gleichwinkligen Kreise ein besonderer Fall ist; nämlich 
zu drei gegebenen Paaren von Kreisen 1, 1*; 2, 2*; 
3, 3"" diejenigen zu finden, die die Kreise jedes Paa- 
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res unter gleichen Winkeln aclmeideii. Wenn die Kreise 
1*, 2* 3* mit einem und demselben Kreise 4 identiscli sind, 
so entsteht das vorige Hauptproblem; man sieht nun, dass 
auch vorausgesetzt werden kann, nur 2*, 3* fallen mit ein- 
ander in einem Kreise 4 zusammen, während 1* davon ver- 
schieden ist, d. h. dass die Kreise 2, 3, 4 von den ge- 
suchten unter gleichen Winkeln geschnitten werden 
müssen, indcss diese auch die Kreise 1, 1* nuter zwei 
einander gleichen Winkeln schneiden. 

Die Lösung des allgemeinen Problems ist evident; 
denn zu zwei Kreisen 1, 1* (Fig. 60) gleichwinklig heisst or- 
thogonal sein KU einem dritten Kreise, entweder «um äusseren 
Potenzkreise A, derselben oder zu ihrem inneren Potenzkreise I, 
(in der Figur sind beide reell oder die zugehörigen Potenzen 
positiv; von dem eingezeichneten Kreise der Lösung wird Aj 
orthogonal geschnitten), oder heisst zu den Bildkreisen der 
Punkte des einen oder anderen von zwei gleichseitigen Ko- 
tationshyperboloiden mit der Tafel als Hauptebene gehören, 
Hyperboloiden, die jenen Potenzkreis zum Kehl- resp, Scheitel- 
kreis haben. Das Problem fordert also die Angabe der bei- 
den zur Tafel symmetrischen Schnittpunkte — reap. ihres Bild- 
kreises — von drei gleichseitigen Rotationshyperboloideu mit 
der Tafel als Hauptebene; je eines aus jeder der drei Grup- 
pen A^, I^; Aa, Ig; A^^ I3, wenn wir die Hyperboloide mit 
denselben Symbolen Avie ihre Kehlkveise bezeichnet denken. 
(Vgl. Art. 126, 130.) Für das Paar 2, 2* ist der innere Po- 
tenzkreis von negativer Potenz und wird diametral geschnit- 
ten von dem eingezeichneten Kreise der Losung; ebenso der 
äussere Potenzkreis des Paares 3, 3* oder A3. Der Schnitt 
des Kreises K mit 1, 1* und wieder mit 3,3* ist gleichartig, 
der mit 2, 2* ungleichartig. Es hat keine Schwierigkeit, die 
Betrachtungen und Unterscheidungen des Art. 102 hierauf all- 
gemein anzuwenden; ebenso wenig erfordert die Specialisirung 
der Construction, welche das Tripel und das Paar je gleich- 
winklig zu schneidender Kreise verlangt, weitere Erläuterung. 
Fig. 61 Tafel IX giebt noch die Lösung für ein Tripel 
2, 3, 2*3* und ein Paar 1, 1* von Kreisen; man hat für das 
Paar 1, l* beide Potenzkreise, von denen der eine A, ein 
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Scheitelkreia uder Rymmefcriekreis ist — was der obere ludes 
s anzeigt — der andere Ij" ein Kehl- oder Orthogonal kreis; für 
3,3* ist der ünasere Poteiizkreis Ag" und für 2, 2* sind Ag" und 
lä" gezeichnet — sämmtliche Potenzkreise in unterbrochenen 
Linien. Von den Lösungen sind drei in etwas verstärkten 
Linien eingezeichnet, nämlich vom Mittelpunkte I, alle gege- 
benen Kreise gleichartig schneidend, orthogonal zu A^" und 
Ag" und diametral zu Aj'; um II orthogonal zu I^", A^" und 
Ag'', also das Paar 1, 1* ungleichartig — und nicht reell - — 
schneidend; und um m, orthogonal zu l3",A3" und diametral 
zu Aj', also 2, 2* ungleichartig schneidend. 

Man sieht, die zu z w e i Paaren von Kreisen gleichwinkligen 
Kreise bilden einBüschel, wie die eiuesPaares einNetz, und 
mau kann daher zu diesen Bedingungen noch einen Punkt, eine 
Tangente, eine unter vor ges ciarieb euem Winkel zii schneidende 
Gerade, einen zu berührenden oder unter vorgeschriebenem Win- 
kel zu schneidenden Kreis hinzufügen ; sowie die zu zwei IG-eisen 
gleichwinkligen Kreise erst durch zwei weitere Bcdiugungen 
solcher Art auf endliehe Gruppen zurückgeführt werden. 

Man sieht endlich, dass die Probleme, Kreise zu con- 
struiren, welche mit zwei Tripeln gegebener Kreise oder 
mit einem Tripel und zwei Paaren oder mit vier Paa- 
ren gegebener Kreise je gleiche Winkel bilden, in gleicher 
Weise überbestimmt sind; in jedem dieser Falle gelangt 
man zu zwei Büscheln von Kreisen und die Lösbarkeit ent- 
spricht der Existenz eines gemeinsamen Kreises derselben. 
Wenn ein solcher existirt, so gehören beide Büschel dem näm- 
lichen Netz an, ihre Kreise haben einen gemeinsamen, Ortho- 
gonalkreis, die zugehörigen gleichseitigen Hyperbeln liegen 
auf demselben gleichseitigen Rotationshyperboloid. 

Bei den in Art. 104, 106 berührten Specialfällen mit der 
geraden Linie darf nicht übersehen werden, dass die unend- 
lich ferne Gerade der Ebene sie erst zum Kreise mit unend- 
lich grossem Radius ergänzt und dass der Winkel, den ein 
Kreis mit dieser bildet, als unbestimmt, d. h. als jedem 
gegebenen Winkel gleich betrachtet werden muss. 

108. Wir haben in Art. 80 gelegentlich einiger Bei- 
spiele über das Kreispaar die Transforraatiousform des Kreis- 
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büachels nach reciproken RatJien als Kreisbüachel derselben 
Art, also als Büschel mit Grundpunkten resp, Grenzpunkteji 
erkannt imd das besondere Ergebniss gefunden, dasa das Bü- 
schel mit Grundpunkten für einen derselben als Anfangspunkt 
der reciproken Radien in ein Strahlbüschel und das Büschel 
mit Grenzpunkten für einen seiner Grenzpunkt« ala Anfangs- 
punkt in ein System von concentrischon Kreisen übergeht. 
Da ein Büschel mit Grenzpunkten und ein Büschel mit Gnind- 
pnnkten ala conjugirt zusammen gehören, wenn die Gcund- 
punkte des einen die Grenzpunkte des andern sind, so fassen 
wir diese Ergebnisse in die eine Aussage zusammen, dass 
zwei conjugirte Büschel für einen ihrer Grund- und Grenz- 
punkte als Anfangspunkt in ein System concentri scher Kreise 
und das Strahl enbüschel ihrer Durchmesser übergeführt wer- 
den. Die Bechtwinkligkeit aller Elemente des einen Büschels 
zu allen Elementen des andern ist, auf ihre einfachste Form 
gebracht, bewahrt worden. 

Wird ein beliebiger Punkt in der Ebene des BSachels als 
Anfangspunkt gewählt, so ist das transformirte Büschel von 
allgemeiner Form und hat die Transformirte desjenigen Kreises 
im Originalbüschel, der durch den gewählten Punkt geht, zur 
PotenzHnie; für den Anfangspunkt in der Potenzlinie behält 
dieselbe ihre Bedeutung und für den im Schnitt von Potens- 
linie und Centrale bleiben beide, und das neue Büschel wird 
so zu sagen, eine ähnliche Verjüngung des alten; etc. 

Wenn wir nun mit diesen Elementar er gebn lasen an die 
Betrachtung der Abbildung eines Kreisnetzes gehen, so 
ergiebt sieh zunächst für ein Netz mit Orthogonalkreis, 
dass sein Bild wiederum ein Netz mit Orthogonalkreis ist, 
da der entsprechende des Orthogonalkreises von den entspre- 
chenden aller Kreise des Netzes unter rechten Winkeln ge- 
schnitten werden muss; das Büschel von Kreisen des Netzes, 
welches durch den als Anfangspunkt gewählten Punkt geht, 
verwandelt sich dabei in ein Strahlenbüachel, dessen Scheitel 
offenbar der Mittelpunkt des neuen Orthogonalkreises sein 
muss; weil der nach dem Anfangspvinlrte gehende Durchmesser 
des Netzes zu jenem Büschel als Potenzlinie gehört und Po- 
tenzlinie bleiht, so liegt der Mittelpunkt des neiien Orthogo- 
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gonalkreises in demselben Durchmesser: er entspricht dem 
Schnittpunkte desselben mit der Polare des Anfangspunktes 
— wie für jeden Kreis leicht zu erweisen ist. Wählt man 
den Anfangspunkt auf dem Orthogonalkreiae, so verwandelt 
sich dieser in eine zum Durchmesser des Anfangspunktes 
normale gerade Linie, nämlich die ihm mit dem Directrix- 
kreise der reciproken Radien gemeinsame Sehne; die Kreise 
des Netzes werden zu Orthogonalkreisen dieser Geraden, d.h. 
zu den Kreisen aus ihren Punkten — entsprechend dem Um- 
stände, dass sieh die sämmtlichen Kreise des Netzes in ein- 
fach unendlich viele Büschel mit Grenzpunkten theilen lassen, 
von denen der eine stets im Anfangspunkte liegt, deren Ab- 
bildungen also concentrische Systeme sind, und wobei das 
in der Tangente des Orthogonalkreises im Anfangspunkte 
liegende, dessen beide Grenzpuakte im Anfangspunkte ver- 
einigt und daher zugleich die Grundpunkte sind, in das Sy- 
stem der zu jener Äxe normalen Geraden Öbergeht, die unendlich 
grossen Kreise des transformirteu Netzes. (Art. 87, 95.) 

109. Für das Netz mit Diametralkreis oder Sehei- 
telkreis sind gleiche Ergebnisse des besonderen Falles nicht 
zu erwarten, weil es keinen reellen Punkt des Orthogonal- 
kreises giebt. Ea erseheint aber als nützlich, die Abbildung 
eines solchen Netzes für einen Punkt des Scheitelkreises als 
Anfangspunkt zu besprechen. Der Scheitelkreis verwandelt 
sieh dabei in eine gerade Linie, die ihm mit dem Directrix- 
kreise der reciproken Radien gemeinsame Sehne; die Bilde]- 
der Endpunkte seiner Durchmesser fallen in die Paare der 
Schnittpunkte dieser Geraden mit den nach ihnen gehenden 
Strahlen a.us dein Anfangspunkte, bilden also eine elliptische 
Involution in ihi-, deren symmetrisches Paar durch die Enden 
des Durchmessers geliefert wird, der zu demjenigen des An- 
fangspunktes normal ist. Die Durelimesser selbst gehen in 
dasjenige Büschel von Kreisen Über, welches jene Gerade zur 
Centrale hat und für das der Anfangspunkt der eine Grund- 
punkt ist; der kleinste Kreis dieses Büschels, der auch das 
symmetrische Paar der Involution enthält, ist der Diametral- 
kreis des Bildes von dem gegebenen Netze; jedes Paai' der 
Involutiou ist wie dieses das Paar der Grundpunkte eines 
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Büschels von Kreisen^ welches dem Bilde des Netzes auge- 
hört. Man hat damit einfach eine Anordnung der Kreise 
eines solchen Netzes nach parallelen ziir Tafel normalen Quer- 
schnitten des zugehörigen Netzhyperboloids gefunden, deren 
es natürlich einfach unendlich viele giebt. 

Das System der Kreise, die einen gegebenen Kreis 
unter Winkeln von gegebenem Cosinuswerth schnei- 
den, verwandelt sich durch die Abbildung nach reciproken 
Radien in ein System gleicher Art und mit demselben Schnitt- 
winkel; ist der Grundkreis im Originalsystem ein reeller Kreis, 
so ist es auch der im Bildsystem, und umgekehrt. (Vgl. Art. 128 
und 131f.) Bei einem reellen Grundkreisc kann man den An- 
fangspunkt reciproker Radien in seiner Peripherie wählen mid 
dadurch das System in ein specielles seiner Art, nämlich in ein 
ebenes System verwandeln; der Grundkreis geht in eine ge- 
rade Linie über und das System der Kreise in dasjenige der 
Kreise, die diese Gerade unter dem vorgeschriebenen Winkel 
sehneiden. War der Grund kreis nicht reell, so kann diese Über- 
führung nicht durch eine reelle Transformation vollzogen wer- 
den; das System geht durch jede solche in ein System gleicher 
Art über, welches wiederum einen nicht reellen Gmndkreis hat, 
der durch einen reellen Symmetriekreis wie jener vertreten 
werden kann; dieser letzte kann auch in ähnlieh einfacher 
Weise wie vorher im Falle des rechtwinkligen Schnittes aus 
dem Anfangspunkte, dem Vertreter des Grundkreises im Ori- 
ginal und dem Cosinuswerthe des Schnitt winkeis direet ge- 
funden werden. 

Wenn wir so finden, dass die Büschel und Netze durdi 
reciproke Radien nur in Gebilde ihrer eigenen Art transfor- 
mirt werden, wobei auch das ebene System als specieller Fall 
mit auftritt, — während es zugleich auch umgekehrt durch 
die allgemeine Transformation nach seiner Eigenschaft der 
Gleichwinkligkeit zur Spur in ein hyperholoidisches System 
mit gleichwinkligem Schnitt zu dem aus ihr entstehenden 
Kreise übergeht — so ist die Frage nach der Abbildung 
der linearen Kreisreihen unerlässlich, weil ja evident ist, 
dass solche nicht in sich selbst oder auch nur wieder in li- 
neare Reihen abgebildet werden können, so lange nicht das 
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TrdUBibrmatiorisccntium m ihrcii Ahubdil uiajiiikfc fällt udei' 
sie selbst epeciell sind Wii ei kennen leicht lass wir auch 
damit nicht aus unbtiem 1 ormeii^ebiote heiiustreten, erhal- 
ten aber zugleich einen neuen Hinweis auf dafe n ichst notli- 
wendige Object nnsetei Untersuchung namhcli die Theorie 
der Kegelschnitte denn Aut die&e tühit die Piage. Sind 
K^ und Kg zwei Ivreise dei linearen Reihe vum ^.hnlichkcitK- 
punkte S, der L entrale c und mit den gemeinsamen Tangen- 
ten t^ und ij, so gehen aie ftu einen willkürlich gewählten 
Directrixkreis iteipiokei Radien m zwei Kieiae über, welche 
von den Bildkreisen der Geraden ( und f auf bestimmte Art 
berührt und vom Bildkiei^e von c ortliogonal geschnitten wer- 
den, welcher letzte die von diesen gebildeten Winkel halbirt 
und einer ihrer beiden Potenzkreise ist, wie leicht erkannt 
ATird. Alle Kreise der linearen Reihe gehen in Kreise über, 
welche die Bildkreise von t^, t^ in analoger Art berühren und 
den Bildkreis von c orthogonal schneiden; sie sind also nach 
unserer Grund Vorstellung die Bildkreiae der Punkte eines Ke- 
gelschnittes, in welchem sich zwei gleichseitige excentrische 
Rotation akegel und ein centrisches gleichseitiges einfaches Ro- 
tationshyperboloid durchdringen und ihre Mittelpunkte liegen 
daher selbst in einem Kegelschnitte. Seine genaue Bestimmung 
ergiebt sich aus den weiterhin zu entwickelnden Construc- 
tionen sehr einfach; hier ist nur von Wichtigkeit die Er- 
kenntniss, dass auch diese Frage nicht aus imserem Pormen- 
gebiet hinausführte, Da^s die unendlich ferne Gerade der Tafel 
au jeder linearen Kreisreihe gehört, nämlich als Bildkreis des 
unendlich fernen Punktes der der Reihe entsprechenden Geraden, 
ist dabei zu erinnern. Zugleich liegt die Hervorhebung eines 
Specialfalles nahe, nämlich des Falles der berührenden linearen 
Reihen, die den 45*' Linien entsprechen, und für die der Dureh- 
stoaspunkt S der Berührungspunkt und die gemeinsame Tan- 
gente in ihm der endliche Theil vom Bildkreiae des unend- 
lich fernen Punktes ist; eine solche Reihe liefert durch reci- 
proke Radien aus beliebigem Anfangspunkte transformirt eine 
Kreisreihe derselben Art, und es entspimgt daraus die Er- 
wartung, dass wir solchen speciellen Reihen in der Theorie 
der Kegelschnitte be^e^neu wt-iden (\ ^\ Art. 149, 171.) 
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HO. Die im Vorigen enthaltenen Nachweise, dass die 
Bösehel von Kreisen mit Grundpunkten in Strahlenbäschel 
und die Büschel von Kreisen mit Orenzpunfeten in coneen- 
trische Systeme überführbar aind, sowie die Systeme von 
Kreisen, die einen reellen Kreis gleichwinklig schneiden, in 
solche, die eine gerade Linie unter demselben Winkel schnei- 
den, führen sofort auf die Einsicht, dass eine Reihe compli- 
cirterer, nämlich auf die allgemeinen Systeme bezügliche Pro- 
bleme auf einfachere zurückgeführt werden können, wo an 
Stelle der allgemeinen diese speciellen getreten sind. Man 
würde die Kreise eines gegebenen Büschels, welche 
einen gegebenen Kreis unter vorgeschriebenem Win- 
kel schneiden — um nur den allgemeinsten Fall zu nen- 
nen — finden, indem man durch reciproke Radien aus einem 
Grundpimkte resp. Grenzpunkte des Büschels dieses in ein 
Strahlbüschet oder in ein concentriaehes System verwandelt 
und unter den Strahlen resp. Kreisen derselben diejenigen 
sucht, welche das Bild des gegebeneu Kreises unter dem vor- 
geschriebenen Winkel schneiden; ihre transformirten in der- 
selben Abbildung sind die Kreise, welche die ursprüngliche 
Aufgabe fordert. 

Oder wenn man die Kreise sucht, welche drei ge- 
gebene Kreise Kj, K^, K^ unter vorgeschriebenen 
Winkeln s^, ffg, 63 schneiden, so kann mau durch reci- 
proke Radien aus dem einen der Grundpunkte resp, Grenz- 
puukte des Büschels von zweien derselben z.B. Ka.Kj diese 
in gerade Linien resp. concentrische Kreise verwandeln 
und dann die einfachere Aufgabe lösen, die Kreise zu finden, 
welche dieselben unter den Winkeln Oai^'a'iiitl zugleich einen 
Kreis Kj' unter demM'iukol e^ schneiden; oder man kann die 
drei Kreise durch reciproke Radien in drei gleiche Kreise 
verwandeln und für diese das gleiche Problem behandeln. Denn 
nach einem der Beispiele in Art. 80 müssen die Schnittpunkte 
der Potenzkreiae der drei Kreise in Paaren als Anfangspunkte 
reeiproker Radien diese Umformung bewirken. 

Die Kreise durch einen gegebenen Punkt, welche 
zwei feste Kreise unter vorgeschriebenen Winkeln 
schneiden, findet man so durch die Strahlen eines ßii- 
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süliels von der gleichen Beziehung zu den Bihbrn dieser 
Kteise. 

Und wenn man bei der Reduction der ersten Aufgabe 
mit dem Strahlenbüsehel oder dem concentrischen System be- 
achtet, dass dasselbe eiuen Strahl resp. Kreis enthält, der 
das Bild des gegebenen rechtwinklig schneidet, und zwei, die 
es berähren, sowie dase jeder Strahl resp. Kreis einen an- 
dern conatanten Schnittwinkel bestimmt, so hat man ent- 
declit, dass die Kreise, welche zwei feste Kreise unter vor- 
geschriebenen festen "Winkeln schneiden, dies mit allen Kreisen 
des durch jene bestimmten Büschels thun und dass sie ins- 
besondere zwei derselben berühren und einen rechtwinklig 
schneiden — wie wir weiterhin (Art. 160) dii-ect erkennen 
werden. 

Man sieht sich dadurch zur Anwendung dieser Trans- 
formation auf bekannte einfache Figuren geführt, be- 
hufs Ermittelung von Erweiterungen bekannter Satze. Ge- 
radlinige Figuren gehen dabei in solche Aber, die aus Kreisen 
durch einen Punkt gebildet sind. Wenn der Scheitel eines 
Winkels von unveränderlicher Grösse, dessen Schenkel durch 
zwei feste Funkte gehen, einen Kreis beschreibt, so ist auch 
der Ort des zweiten Schnittpunktes von gleichwinkligen Krei- 
sen, die je durch einen festen Punkt gehen und einen geraein- 
sameu festen Punkt enthalten, ein Kreis. Dass die Potenzlinicn 
von drei Kreisen durch einen Punkt gehen, beweist, dass auch 
die Kreise aus einem Punkte, die durch die Schnittpunkte 
von drei Kreisen in Paaren gelegt werden, sich in einem 
Eweiten Punkte schneiden. Und weil für die einander in be- 
nachbarten Paaren berährenden Kreise, welche einer linearen 
Reihe angehören, die Berührungspunkte in der Centrale und 
in berilltrenden Kreisen eines Büschels mit Grundpunkten lie- 
gen, so erkennt man durch Transformation aus einem dieser 
Grundpunkte, dass für die einander in benachbai'ten Paaren 
berührenden Kreise, welche zwei gegebene sieh schneidende 
Kreise berühren, der Ort der ßerühriingspunkte ein Kreis und 
die Enveloppe der gemeinsamen Tangeuten ein Punkt ist; 
dass auch der Ort der Mittelpunkte der berührenden Kreise 
ein Kegelschnitt ist, ete. wissen wir aus Art. 109. Denken 
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wir ebenso in den ringförmige q Flächenatreifen k wischen 
zwei concentri sehen Kreisen ein System sie und einander in 
benachbarten Paaren berührende Kreise eingeachrieben, so 
ergiebt sieh durch Transformation nach reciproken Radien 
aus einem beliebigen Punkte für zwei beliebige einander nicht 
schneidende Kreise und die sie und einander paarweise be- 
rührenden das Analoge. Wir werden weiterhin auf ein hier 
entspringendes neues Problem zurückkommen. (Art. 167 f.). 
111. Wir haben in Art. 81 die Lehre von den reci- 
proken Radien im engen Zusammenhange mit der von der 
centrisehen Collineation der Kreise gefunden und es ist daher er- 
forderlich, über das Verhalten der projectivischen Eigen- 
schaften, welche durch die letzte begründet und definirt wer- 
den, gegenüber der ersten kurz zu handeln. Projectivisch d. h. 
durch Centralprojection unveränderlich fanden wir das Doppel- 
verhältniss von vier Punkten einer geraden Linie und von vier 
Strahlen eines Büschels, sowie von vier Punkten eines Kreises 
für Punkte und von vier Tangenten eines Kreises für Tan- 
genten desselben Kre^es. Nun entspringen durch die Trans- 
formation reciproker Radien aus vier Punkten einer Geraden 
vier Punkte dos Kreisbildes der letzten, welche mit ihnen 
auf Strahlen aus dem Anfangspunkte liegen, der selbst dem 
Bilde angehört; das Doppel verhältniss der Originalreihe, das 
dem des Büschels dieser Strahlen gleidi ist, ist daher nach 
Art. 6 auch gleich dem der Bildreihe, Aus vier Punkten 
eines Kreises, der nicht durch den Anfangspunkt geht, erhält 
man aber vier Punkte eines andern Kreises, der dem gegebe- 
nen für den Anfangspunkt als Ähnlichkeitspunkt ähnlich und 
ähnlich gelegen ist; die vier Bildpunkte sind aber die nicht 
entsprechenden der Originale in dieser Ähnlichkeit auf den 
zugehörigen Ahnlichkeitsstrahlen, Dass die zugehörigen Tan- 
gentengruppen dann im Sinne des Art. 45 gleiche Doppelver- 
hältnisse haben oder projectivisch sind, folgt unmittelbar. 

Für die Strahlen eines Büschels erhalten wir durch re- 
ciproke Radien Kreise eines Büschels mit Grundpunkten, welche 
mit einander Winkel von derselben Grösse einschliessen, wie 
die entsprechenden Geraden; und wenn aus dem Strahlen- 
hüschel eine beliebige Reihe herausgeschnitten wird, so geht 
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) iii die zu ihr projectivische über, welche ileu Bilcl- 
kreis dieser Reihe, eiu Kreis durch einen der Grundpmikte, 
aus den Kreisen des Büschels schneidet. 

In dem Sinne dieser Erörterungen bleiben wüe 
projectivischen Eigenschaften von geradlinigen und 
circnlaren Punktreihen, und von Strahlbiischeln und 
circulai-en Tangentensystemen ungestört duich die 
Transformation nach reciproken Radien. 

Weil also eine bewegliche Gerade, die einen Kreis unter 
iiuveränderlichem Winkel schneidet, ihn auch projectivisch 
theilt und einen zu ihm concentrischen Kreis umhüllt, so 
theilt auch ein beweglicher Kreis, der durch einen festen Punkt 
geht und einen festen Kreis unter constantem Winkel schnei- 
det, diesen projectivisch und berührt stets einen Kreis des 
Büschels, das durch ihn und den festen Punkt als zwei seiner 
Kreise bestimmt ist. Und weil ein Kreis, der drei feste Kreise 
von gleichen Radien gleichwinklig sehneidet, sie projectivisch 
theilt und ein concentrisches System bildet, so müssen auch 
die Kreise eines Büschels, welche drei beliebige feste Kreise 
gleichwinklig schneiden (Art. 102), dieselben zugleich projec- 
tivisch theilea. Und weil die Ähuüehkeitsstrahlen von zwei 
Kreisen dieselben gleichwinklig und projectivisch schneiden, 
so thun dies auch die Kreise durch einen festen Punkt, welche 
zwei feste Kreise gleichwinklig schneiden, mit diesen. 

Aus der offenbaren Wahrheit von Sätzen über das con- 
ceutrische System wie: Wenn ein Vieleck sich so bewegt, dass 
alle seine Seiten Kreise des Systems (in bestimmter Zuordnung) 
berühren und alle seine Ecken bis auf eine Kreise desselben 
ebenso durchlaufen, so beschreibt auch die letzte Ecke einen 
Kreis des Systems, und alle Ecken und Seiten theilen ihre 
resp. Kreise projectivisch gleich; etc., folgen analoge Sätze 
für das Büschel mit Grenzpunkten. 

So Übertragen sich auch die involutorischen Be- 
ziehungen, wie z. B. aus dem Satze, dass die Sehnittpunkt- 
paare von drei Kreisen mit einer durch ihr Potenzcentruni 
gehenden Geraden zu einerlei Involution gehören, der andere 
folgt, dass die Kreise durch einen festen Punkt, welche drei 
feste Kreise in Paaren einer Involution durchschneiden, ein 
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Büsche! bilden, dessen zweiter Grundpunkt das Bild des ersten 
nach reciprolien Radien in Bezug äiif den gemeinsamen Or- 
thogonalkreis ist. 

Wir wollen endlich diese Beispiele mit der leicht zu be- 
gründenden Bemerkung schliessen, dass diese Sätze wie die 
l'rüher besprochenen Probleme unseren Unterauchungsmitteln 
auch direct zugänglich sind, 

112. Wir haben in unseren allgemeinen und directeu 
Losungen die imaginären Kreise vom bekannten Mittelpunkt 
und negativen Radii;squa.drat mit den reellen fast auf glei- 
chem Fasse auftreten sehen, obschon sie darch nicht reelle 
Raumpunkte repräsentirt werden; es soll daher hier kurz ent- 
wickelt werden, wie diesen imaginären Kreisen durch eine 
einfache Modiiication unserer Grundidee eine reelle Dar- 
stellung beigelegt werden kann, freilich mit der Folge, da.ss 
die reellen Kreise der Tafel nun durch imaginäre ßaurapunkte 
dargestellt werden. Für r oder 3 als Radius eines Kreises 
der Tafel denken wir die rein imaginäre Grösse ir oder iz 
auf die im Mittelpmikte errichtete Tafelnormale abgetragen 
und erhalten zwei Punkte, als deren Bildkreis wir den ge- 
dachten Kreis betrachten. In den rechtwinkligen Cartesisehen 
Coordinateu des Art. 94 f. ist für (x, y, 0) als Mittelpunkt und 
(X, Y, 0) als veränderlichen Punkt des Kreises vom Badins 
5 die Gleichung des Kreises (X — x^ -\- {X — j/)^— 2^ = 
zugleich der Ausdruck des Satzes, dass der Abstand des Punk- 
tes (X, Y, 0) vom repräsentirenden Ihinkte («, y, iz) gleich 
Null sei, d.h. die repräsentirenden Punkte haben von 
allen Punkten des Kreises, der sie darstellt, den Ab- 
stand Null oder sie sind die Mittelpunkte von Kugeln 
vom Radius Null, die durch denselben gehen. Denkt 
man zwei Kreise mit den Repräsentanten (a-', y', is') luid 
(x", y", + in"), so ist das Distanzquadrat der letzten 

zugleich das Quadrat der Länge der gemeinsamen Tau- 
genten für die ersten, nämlich mit dem oberen Zeichen, d. h. 
für die Kreise von gleichem Sinne oder die Lage der Re- 
präsentanten auf derselben Seite der Tafel die der äusseren 
oder directeu, und für das untere Zeichen oder entgegen- 
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gesetzten Sinn der Kreise uinl Lage der Repräsentanten iiuf 
entgegengesetzten Seiten der Tafel, das Quadrat der inneren 
oder in Versen gemeinsamen Tangenten. 

Für berülirende Kreise ist die Länge der gemeinsamen 
Tangente Null; die Äuffindmig der gemeinscLaftlicIien Be- 
rührung skr eise zu zwei oder drei Kreisen ist daher mit der 
Auffindung der Punkte im Räume identisch, die von den re- 
präsentir enden Punkten die Distanz Null haben; die durch 
ein Tripel derselben gehenden beiden Kngein vom Radius 
Null repräsentiren zwei Kreise der Lösung im letzten Falle. 
Zugleich ist für e als den Winkel der Kreise von den Ra- 
dien s' und z" mit den Centren {x', y'} und (x'\ y") resp. 

oder 

_ fa- -a;-)'+iJ /'-y ")'-(^'-.i'y t^ 

' ^ 2s' 2" 2s's" 

lind somit 



/]__co8o _ ^.^ ^^ _ ^7^ . 



für rechtwinkligen Schnitt speciell i' =^2s' s"\ analog für 
i* als die Länge der inneren gemeinsamen Tangenten 

woraus auch ,„ .j,, , , ., 

folgt; überhaupt aber die Bestimmung den Schnitt wink eis 
aus der Länge der gemeinsamen Tangente. Die Probleme 
über den Winkelsohnitt von Kreisen gehen also in Probleme 
über Kreise mit gegebenen Langen gemeinsamer Tangenten mit 
gegebenen Kreisen ober. Man sieht zugleich, dass das Ver- 
hältniss des Quadrates der gemeinsamen Tangente 
zu dem Product der Radien zweier Kreise durch die 
Transformation mittelst reciproker Radien nicht ge- 
ändert wird, ~ weil der Winkel der Originalkveise mit 
dem Winkel der Biidkreise übereinstimmt. Dreht man von 
solchen zwei rechtwinklig sich seimeidenden Kreisen den einen 
nm den gemeinsamen Durchmesser um den Betrag von 90", 
so geht in der neuen Lage jeder von beiden durch 
die repräsentirenden Punkte des anderen im jetzigen 
Sinne, Für den Anfangspunkt der Coordinaten in (x"y"), 
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dem Centmni des Kreises vom lltidius r" in der Ebene xs, 
und den Mittelpunkt des ersten Kreises in der Axe xs im 
Abstände x lieim iladius *•' in der Ebene x'Q sind die Glei- 
chungen der Kreise resp, 

3;^ + 5^ = »-^ und (a: — x"f + J/^ = »"' ^ ; 
die repräsentir enden Punkte wind (0, ir" , 0) und [x , 0, ir") 
resp., so dass die Coordinaten des ersten in der «weiten und 
die des zweiten in der ersten (rleichving substituirt gleich- 
massig liefern 

die Bedingung dew reubtwinkligen Schnittes im Fall der ver- 
einigten Lage, Man nieht zugleich, dass nicht gleichzeitig 
beide Kreise imaginär sein können und dass, wenn nur der 
eine reell ist, sein ßadiiisquadiut das absolut grössere sein 
rauss. 

Setzen wir endlich in den Gleichimgen der Ourven und 
Flächen in Art. 94 f., welche die Kreise der Büschel, Netze 
II. s. w, repräsentiren, in an Stelle von 5^, so erhalten wir für 
die Netzhyperboloide 

%^ J^ f = ±^-R^ ~ s'' oder x' ~\- f -^ i' =- -VB^ , 
d. h. die Kugel mit dem Gmudkreise als Diametralkreis oder 
als Symmetriekreis desselben; ebenso natürlich anstatt der 
gleichseitigen Hyperbel des Büschels den zur Tafel ortho- 
gonal symmetrischen Kreis; die r epr äs entir enden Punkte 
der Kreise eines Büschels liegen in einem Kreise, und umge- 
kehrt, und liir das Hyperboloid der gleichwinklig schneiden- 
den Kreise 

^ ■\- "f ■\- s^ = 'S? — 21iiz cos e, 
eine Kugel durch den Grundlireis. Für die Kreise, welche 
zwei gegebene unter gleichen Winkeln schneiden, ändert sich 
in der Fonnel des Art. 100 nur das Zeichen von s^, alle 
Schlüsse bleiben unverändert. Man erhält also an Steile der hy- 
perbolischen und hyperboloidisehen Systeme von Punk- 
ten und Kreisen circulare und sphärische, während natür- 
lich die linearen Reihen und planaren Systeme diese ihre Natur 
behalten. Aber die Operation mit imaginären Elementen ist 
von unserem Gesichtspunkte aus nicht mehr elementar; der 
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Constructeur hat es in erster Linie mit den reellen Blementeu 
der Zeiehnungsebene zu thun und wird es vorziehen mü&sen, 
zu ihrer Bepräsentation auch die reellen Punkte des Raumes 
zu verwenden, nicht umgekehrt. Diese Andeutungen genügen, 
für uusem Zweck den Nachweis zu liefern, dasa die EinfiÜi- 
rung der Repräsentation imaginärer Kreise, die sich uns von 
selbst ergibt, gerechtfertigt und im Geiste der Methode ist. 
113. Wie wir endlieh von der centrisehen Collinea- 
tion sowohl als von der Transformation durch reciproke 
Radien die Ausdehnung auf den Raum von drei Dimensionen 
schon in Art. 83, 84 gefunden haben, so sollen einige vor- 
läufige Betrachtungen über ihre Bedeutung für die Sy- 
steme der Kugeln diesen Abschnitt schliessen. 

Eine centrische Collineation fanden wir bestimmt durch 
das Centrum C, die CoUineationsebene S und eine der zu 
dieser parallelen Gegenehenen ß oder q' — weil auf je- 
dem durch das Centrum gehenden Strahl die Mitte zwischen 
diesem und der Collineations ebene auch die Mitte zwischen 
den Gegenebenen ist, so bestimmt sich aus den angeführten 
Daten die zweite Gegenebene. Wird nun ein Kreis als Ori- 
ginalfigur in dieser Collineation gedacht, so erhalten wir als 
sein Bild oder Modell einen Kegelschnitt wie in Art. 45; die 
Kreisebene E hat im Schnitt mit S ihre sich selbst entspre- 
chende Gerade s, im Schnitt mit R ihre Verschwindungslinie 
r, deren Bild unendlich fern ist, sodass die Ebene Cr par- 
allel E' sein muss; schliesslich im Unendlichen die Gerade 
q, deren Bild q' in der durch G gehenden, zu E parallelen 
Ebene auf Q' liegt; sq' ist die Ebene B'. Trifft der Kreis 
die Gerade r in zwei reellen Punkten, so hat sein Bild mit 
der unendlich fernen Ebene zwei reelle Punkte gemein und 
ist eine Hyperbel; berührt der Kreis r, so berührt sein 
Bild die unendlich ferne Ebene und ist eine Parabel; trifft 
er r nicht in reellen Punkten, so hat sein Bild keine reellen 
unendlich fernen Punkte oder ist eine Ellipse, für unend- 
lich fernes r selbst ein Kreis. 

Ist das Original eine Kugel, so gilt für jede Ebene E, 
welche sie reell achneidet, das Gesagte, mit alleiniger Aus- 
nahme der berührenden Ebenen, weil der von einer solchen 
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aiisge seil nitten eil Kreis als unendlich klein die Ebene R nicht 
schneiden kann, sondern entweder in ihr Hegt, oder sie nicht 
trilFt. Das Bild oder Modell der Kugel ist daher, wenn sie 
die Ebene E nicht reell trifft, eine Fläche zweiten Grades 
mit nur elliptischen (und speciell zunächst in den Parallel- 
ebenen zu S kreisförmigen) Querschnitten, ein EUipsoid; es 
ist, wemi sie die Gegenebene R schneidet, eine Fläche mit 
elliptischen, hyperbolischen und parabolischen Querschnitten 
je nach der Lage der Schnittebene B', je nachdem nämlich 
die entsprechende Ebene E den in R gelegenen Kreis der 
Kugel nicht trifft, schneidet oder berührt; aber mit demselben 
Charakter der Berührungs ebenen wie die Kugel — ein ellip- 
tisches, oder, weil offenbar die Fläche in zwei Theile zer- 
legt erscheint, die durch den gemeinsamen unendlich fernen 
Querschnitt zusammenhängen, zweifaches Hyperboloid. 
Das Bild des Berühvungskegels der Kugel nach ihrem Quer- 
schnitt mit der Ebene R ist der Borührungskegel dei- Fläche 
nach diesem ihrem unendlich fernen Querschnitte oder der 
Asymptotenkegel derselben; seine Spitze ihr Mittelpunkt, 
der Pol der anendlich fernen Ebene in ihr, weil das Bild 
des Pols der Gegenebene K in der Kugel. Das Bild der Kugel 
wird endlich im Falle der Berührung mit B eine die unend- 
lich ferne Ebene berührende Fläche zweiten Grades mit ellip- 
tischen resp. parabolischen Querschnitten, parabolischen näm- 
lich in den Ebenen e', deren entsprechende im Original den 
Berührungspunkt von R mit der Kugel enthalten, immer 
aber von demselben Charakter der Berührung, ein ellipti- 
sches Paraboloid, Liegt der Mittelpunkt der Originalkugel 
insbesondere in dem Perpendikel vom Centrum G zur Colli- 
neationsebeue S, so dass die durch dasselbe gehenden Quer- 
schnitte des Originals und des Bildes durch Rotation eines 
beliebigen unter ihnen um diese Gerade erhalten werden, so 
heisst die entsprechende Fläche ein Rotations-Eilipsoid, 
ein zweifaches Rotations-Hyperboloid, ein Rotations- 
Paraboloid, je nachdem die Kugel R nicht trifft, schneidet 
oder berührt. Enthält insbesondei-e in diesem Falle die über 
dem Schnittkreise der Kugel mit R als Hauptkreis beschrie- 
bene Kugel das Oentrum C, so wird das zweifache Ro- 
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tationsliyperboloici ein gleichseitiges, weil sein Asym- 
ptotenkegel ein gleich seitiger Rotationskegel ist. Nimmt man 
einen Punkt der Originalkugel selbst als Oentrum C, die zu 
seinem Durchmesser normale Diametralebene als Ebene B 
und die zu ihr parallele Tangentialebene am zweiten Durch- 
messerendpunkte als Collineationsebene S, so erhalten wir als 
Bild das zweifache gleichseitige Hotationshyperbo- 
loid aus seiner Scheitelberührungskugel. Es ist eentri- 
sehe Involution der Räume, weil die Gegenebenen B u^d Q,' 
vereinigt liegen (Art. 11) und somit alle entsprechenden Ele- 
mentepaare sich vertausehbar entsprechen. Man hat für AA' 
als entsprechende Punkte und S als den Durchsfcosspunkt ihres 
Collineations Strahles in der Collineationsebene S, S, Ä, A' als 
eine harmonische Gruppe. 

Für ein unendlich fernes © erhält man Symmetrie in 
Bezug auf die Collineationsebene für die Richtung 
C; für unendlich ferne Collineationsebene S Symmetrie in 
Bezug auf das Centrum G. Jede solche Symmetrie 
der Räume geht durch centrisch collineare Model- 
lirung in centrische Involution über. 

Das und S der Symmetrie werden zu dem C und S 
der Involution. Ist in einer solchen centrischen Involution 
das Ceutrum der Pol der Collineationsebene in Bezug auf die 
Kugel, so fällt das Bild der Kugel mit ihr selbst zu- 
sammen — und dies geschieht aus denselben Gründen bei 
gleicher Disposition mit jeder beliebigen als Original genom- 
menen Fläche zweiten Grades. 

Wird in gleicher Weise das einfache gleichseitige 
Rotationshyperboloid als Original in einer centrischen 
CoUineation genommen, so verwandeln sich seine zwei Schaa- 
ren sich gegenseitig schneidender gerader Linien in zwei eben- 
solche Schaaren und es bleibt also auch der eigenthümliche 
Charakter seiner Berührung mit Ebenen im Modell erhalten; 
dasselbe ist stets wieder ein einfaches Hyperboloid von 
der allgemeinen Art der in Art. 42 f. untersuchten Fläche der 
Transveraalen zu drei Geraden; sein Äsymptotenbegel ist das 
Bild des Berührungsbegels vom Original nach, dem Quer- 
schnitt mit E, also stets reell; nur in dem besonderen Falle, 
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WO die Origjiialfiäelie die Gegenetcne E berührt, berührt das 
Bild die unendlich ferne Ebene und gestattet neben den hyper- 
bolischen Schnitten nur parabolische nach der Richtung des 
Sehstrahls zum Berührungspunkte — es wird ein hyperho- 
lisches Paraboloid genannt. Rotationsfläche kann das Bild 
nur werden, wenn die Axe des Originals in das Perpendikel 
vom Centrum zur C ollin eations ebene fällt; und da es in dieser 
Lage E nicht berühren kann, so entsteht stets ein einfaches 
Rotationshyperboloid. Nimmt man von einem seiner 
Parallelkreisberührungskegel die Spifae zum Centrum und die 
Ebene des Paraliels zu;- C olline ations ebene, legt aber über- 
dies B. in die Mitte zwischen S und C, so fällt das Modell 
mit dem Original zusammen — wie immer, wenn die Colli- 
neation mit Poi und Polarebene als C und S gebildet wird 
und involutoriach ist. Die fünf Flächen zweiten örades ge- 
hören insofern unserem Formengebiete an; in besonderer 
Weise jedoch thun dies die hier entspringenden Formen der 
Rotationsflächen unter ihnen, wie wir weiterhin sehen werden. 
114. Was die Transformation durch reciproke Ra- 
dien betrifEt, so knüpfen wir an die durch Drehung des Systems 
vom üirectrixkreise und zwei einander entsprechenden Kreisen 
oder von zwei beliebigen Kreisen mit einem ihrer Potenzkreise 
um die gemeinsame Centrale entstehende Gruppe von zw ei ent- 
sprechenden Kugeln mit ihrer Directrixkugel oder der 
einen ihrer beiden Potenzkugeln an; wir wissen, dass die Potenz- 
linie der beiden entsprechenden Kreise dabei die Potenzebeuc 
der Kugeln erzeugt und dass die Poteuzkugeln mit jenen zu 
demselben Büschel gehören; auch dass die Kreise durch potenz- 
haltende Punktepaare als sieh selbst entsprechend sieh selbst 
entsprechende Kugeln liefern, welche die einander entspre- 
chenden gleichwinklig und die als Directrix benutzte Potenz- 
kugel derselben rechtwinklig schneiden — und wir fügen hin- 
zu, dass diese Kugeln die Gesanimtheit aller der drei- 
fach unendlich vielen Kugeln bilden, welche die Di- 
rectrixkugel orthogonal schneiden — eine aus jedem 
Punkte des Raumes — oder im Anfangspunkte der re- 
ciprokeu Radien einerlei Potenz haben, das Radius- 
qnadriit der Directrixkugel — sie soll ein Netz von Ku- 
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gelii heissen — mit dor Erinnerungj daas für den Potenz- 
kreis als Symmetriekreis der reciproken Badien (Art. 79) oder 
für negative Potenz d. h. negatives Radiusquadrat auch die 
Potenzkugel als Symmetriekugel erscheint und von den sich 
seihet entsprechenden Kugeln diametral d. h, in je einem 
grössten Kreise geschnitten wird, Ist die Potenz Null, so 
haben wir die Gesammtheit aller Kugeln durch einen 
Punkt. Frühere Ergebnisse gehen auf das Kugelnetz über; 
nach Art. 70 und 85 bilden z. B, so lange die Potenz nicht 
negativ ist, die Polarebenen eines Punktes der Directrixkugel 
in Bezug auf alle Kugeln des Netzes die Gesammtheit der 
Ebenen, welche durch den andern Endpunkt ihres zugehörigen 
Durehmessers gehen. 

Wir zerlegen diese Gesamratanschauung in die einfach 
unendlichen Gesammtheiten von Kugeln mit gemein- 
samer Centrale oder ans den Punkten eines Durchmessers 
der Directrix oder eines den Anfangspunkt enthaltenden Strah- 
les; solche bilden im Falle dei- eigentlichen Directrixkugel 
ein Büschel mit Grenzpunkten oder Null kugeln in den Durch- 
schnittspunkten des Strahles mit der Directrixkugel; im Falle 
der Symmetriekugel ein Büschel mit Grundkreis in dem gröss- 
ten Kreise der Symmetriekugel, dessen Ebene zum Strahle 
normal ist. Doch ist nach Art. 91 offenbar, dass jede Ge- 
rade im Räume als Centrale ein Büschel liefert mit Grenz- 
punkten, wenn sie die Directrixkugel schneidet, mit Grund- 
kreis in jedem andern Falle. Im Falle der reellen Directrix 
steht der Grundkreis des Büschels von Kugeln zu dem Kreise 
der Directrix in ihrer Diametralebene nach der Centrale in 
der Beziehung des Art. 113, welche aussagt, dass jeder von 
beiden die reptäsentirenden Punkte des andern nach der dort 
entwickelten Annahme enthält. Wir können aus diesen ein- 
fachen unendlichen Gesammtheiten durch Zusammenfassung 
aller der Centralen, die in einer Ebene Hegen, zweifach un- 
endlrche bilden, die sieh nun leicht übersehen lassen. 

Zwei Systeme mit je gleicher Potenz in je einem 
Punkte haben immer ein solches 'System mit gemeinsamer 
Ebene der Centra gemein; denn jede ihrer gemeinsamen 
Diametralebenen enthält ein Büschel von Kreisen, die zu den 

riedler, CiMogrnpliic. 10 
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beiden bezüglichen Querschnitten der Directrixkugein ortho- 
gonal sind, das eonjugirte zu dem, welches diese seihst be- 
stimmen, und aus diesem entsteht ein Büschel von Kugeln, 
welche zu beiden üirectrixkügeln orthogonal sind oder in den 
Mittelpunkten heider gegebene Potenzen haben; offenbar liegt 
seine Centrale in der Potenzebene der beiden Directrixen 
und wir sind der Anschauung dieses Systems schon in Art. 
83 f. begegnet.' Der gemeinsame Durchmesser heider Urund- 
kugeln kann als seine Axe bezeichnet werden; der Durch- 
dringungskreis heider Grundkngeln als sein Orthogonal- 
kreia, respective die zugehörigen Grenzpunkte als Grund- 
punkte (nämlich gemeinsame Punkte aller Kugeln) des 
Bündels. 

Drei Systeme mit gleichen Potenzen in je 
einem Punkte erzeugen in Paaren comhinirt drei solche 
Systeme mit Centralehenen, die sich in einer und der- 
selben geraden Linie oder Potenzaxe schneiden müssen, 
weil jeder den Centralehenen aus den Kegelpaaren 1 und 2 
und 2 und 3 gemeinsame Punkt ein Punkt gleicher Potenzen 
in allen drei Kugeln und folglieh auch für das Paar 3 und 1 
ist; in der That ist diese Gerade die auf der Mittelpunktebene 
der drei Kugeln im Potenzcentrum ihrer zugehörigen grössten 
Kreise errichtete Normale. Das Büschel von Kugeln in einem 
der drei Systeme, welches sie zur Centrale hat, gehört auch 
den beiden anderen Systemen an; es besteht ans den Kugeln, 
welche zu den drei gegebenen Directrix- oder Orthogonal- 
kugeln zugleich orthogonal sind. 

Dass die beiden vorher entwickelten Anschauungen im 
Grunde nur zwei Auffassungen des nämlichen Ganzen liefern, 
ist leicht zu sehen — ein Büschel von Kugeln und die Ge- 
sammtheit der dazu orthogonalen Kugeln, mit der Potenz- 
ebene des Büschels als der Geniralebene des zweifach unend- 
lichen Systems und dieses mit seiner Potenzase als Central- 
linie des einfach unendlichen; wir wollen beide G esammtheiten 
als ein Büschel und das dazu orthogonale Bündel oder 
als Bündel und dazu orthogonales Büschel bezeichnen. 
Ihr Verhältniss zu dem ersten dreifach unendlichen System 
oder dem Netz ist evident. 
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Vier Systeme mit gleiolien Potenzen in je einem 
Punkte — wir wollen diese Punkte und die zugehörigen 
Kugeln durdi 1, 2, 3, 4 bezeichnen — haben eine Kugel 
gemein; denn die drei ersten haben ein Büschel von Kugeln 
gemein, deren Centra sämmtlich in 1, 2, 3 gleiche Potenzen 
haben; die drei letzten ein anderea, mit Centren von gleichen 
Potenzen in 2, 3, 4; die Centralen beider liegen also in der 
Potenzebene der Kugeln 2 und 3 und haben so mit einen Punkt 
gleicher Potenzen gemein. Man sieht zugleich, dass vier Ku- 
geln eine gemeinsame Orthogonalkugel haben, oder 
dass vier Kugeln ein Netz d.h. ein System mit gleichen 
Potenzen in einem Punkte bestimmen, wenn sie nicht 
zu demselben Bündel gehören; ebenso drei Kugeln ein Bündel, 
die nicht zu demselben Büschel gehören, und zwei Kugeln 
immer ein Büschel, also auch ein Büschel reap. Bündel und 
eine nicht zu demselben gehörige Kugel ein Bündel resp, Netz. 
Auch kann man sa^en, dass die Ebenen der sechs Kreise, 
welche vier Kugelflächen paarweis gemein haben, 
sich in einem Punkte schneiden. Dass dieser- Punkt 
auch in Bezug auf die sechs Durchdringungskreise gleiche 
Potenz hat und somit in Bezug auf alle Kugeln, die durch 
einen derselben gehen, bedingt, dass aucli seine Potenzen in 
Bezug auf die durch sie gehenden Kugeln vom Radius Null 
oder ihre repräsentirenden Punkte im Sinne des Art. 112 
gleich gross sind, d. h. die sechs Paare der repräsen- 
tirenden Punkte dieser Kreise liegen sämmtlich in 
der gemeinsamen Orthogonalkugel der vier gege- 
benen. Wendet man die gleiche Betrachtung auf drei Ku- 
geln und ihre Durehdringungskreise an, deren drei Paare 
repräsentirende Punkte oifenbar in der gemeinsamen Central- 
ebene liegen müssen, so findet man, dass sie in einem Kreise 
enthalten sind, dessen reprasentirende Punkte in der gemein- 
samen Potenzlinie der drei Kugeln liegen; in einem Kreise 
offenbar, den diese Centralebene mit jeder der gemeinsamen 
Ortho gonahcugeln gemein hat, die unsere drei Kugeln mit 
irgend einer vierten Kugel bestimmen. 

Zu allen diesen Ergebnissen sind nach Art. 72 leicht die 
speciellen Fälle hinzuzufügen, für die wir nicht Raum haben. 
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Zu dem durch drei Kugela bestimmten Bündel gehören 
auch die Poteiizkugeln und die Ähnlichkeitakugeln derselben 
in Paaren (vergl. Art. 85 und Art. 116); die letzten bilden 
ein Büschel (Art. 73). Denkt man insbesondere die sechs 
Ä.hnlichkeitskugeln zu vier Kugeln 1, 2, 3, i in Paaren, so 
gehen sie durch zwei gemeinsame Punkte, von denen aus die 
vier Kugeln durch gleiche Rotationskegel berührt oder unter 
demselben Öffnungswinkel gesehen werden (Art. 65) — weil 
sowohl die Ähnlichkeitskugeln von 12, 2 3, 3 1 als auch die 
von 12, 2 4, 41 ein Büschel bilden und die Grundkreise der- 
selben auf der Ähulichkeitskugel des Paares 1 2 liegen, sich 
also in zwei Punkten schneiden. 

115. Die Anwendung der Transformation durch re- 
eiproke Radien auf diese Systeme führt zu einigen neuen 
Einsichten, Bei beliebiger Wahl der Direetrixkugel d. h. 
des Anfangspunktes und der Potenz der Transformation wird 
jedes derselben in ein gleichartiges verwandelt: Das dreifach 
unendliche mit Orthogonalkugel in ein solches mit dem Bilde 
derselben als Orihogonalkugel; das zweifach unendliche mit 
Orthogonalkreis in ein anderes von gleicher Art mit dem 
Bilde desselben als Orthogonaikreis ; das einfach unendliche 
oder das Büschel in ein Büschel, derselben Art im Sinne des 
Art. 80. Wählen wir aber den Anfangsptmkt auf der Ortho- 
gonalkugel des dreifach unendlichen Systems, so dass diese 
in eine Ebene übergeht, so erhalten wir das specielle drei- 
fach unendliche System der Kugeln, deren Centra in einer 
Ebene liegen; und für den Anfangspunkt in einem Punkte 
des Durchdringungskreises beider Grundkugeln oder des Or- 
thogonalkrcises im zweifach unendlichen System entsteht das 
specielle zweifach unendliche System der Kugeln mit ge- 
meinsamer Centrale; ein Kugelbüschel mit Grenzpunkten 
geht durch Transformation aus einem derselben in das ein- 
fach unendliche System concentrischer Kugeln über; ein 
Kugelbüschel mit Grundkreis für jeden Punkt dieses Grund- 
kreises in ein Ebenenbüschel mit dem Bilde des Grond- 
kreises als Axe; insbesondere also zwei conjugirte Kugelbü- 
schel für den Anfangspunkt in einem Grenzpuukte des einen 
— der ja immer auf dem Grundkreise des anderen liegt — 
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in ein System von couccntrisclien Kugeln und ein Bflseliel 
von Diametralebenen derselben; u. a. w. — wir verweisen für 
die Erörterung des Falles mit negativer Potenz und die dar- 
aus entspringenden Fälle auf die Erörtertmgen des Art. 110 
und auf Alt 130 weiteihin ^^n woDen nur noeli bemerken, 
dass die Änwenduntj der lUgemeinen Transformation auf clie 
Tafelebene mit dem '^jsteme dei dum verzeieimeten Kreise 
— orthogonal d 1er i ntei dem ^ ml el ö zu einem Kreise, 
unter e^, 02 zu zwei gegebenen Kienen, etc. unter gleichen 
"Winkeln zu drei vier Kreisen eti, etc. — uns Systeme von 
Kreisen von gleicher Ait vif einei Kugel durch den Anfangs- 
punkt liefpit md damit lie Übeitraguug alles schon 
Entdeckten aus der Planimetrie in die Sphärik. Die 
geraden Linien der Ebene gehen dabei in die zweifach unend- 
lich vielen Kreist auf der Kugel durch den Anfangspunkt 
über, die unendlich ferne in diesen selbst, die Sti'alilen des 
Büschels in den Normalebenen zur Tafel durch den Anfangs- 
punkt speciell in das Büschel ihrer grössten Kreise durch 
denselben. {Vergl. Art. 172 f.) 

116. Wie in Art. 109, 110 sind die linearen und 
planaren Systeme nicht unter diesen Formen, die eine in 
sich geschlossene Oruppe bilden; wir haben dieselben in Ver- 
bindung damit zu setzen. Zwei Kugeln 1 und 2 haben zwei 
Äluilichkeitspunkte, den äusseren Ä^^ und den inneren J^^i 
durch deren jeden zweifach unendlich viele Ahnliclikeitsstrahlen 
und Ähnlichkeitsebenen gehen, die sie und alle für den einen 
oder anderen Ahnlichkeitspunkt zu ihnen ähnlichen und ähn- 
lieh gelegenen Kugeln gleichwinklig schneiden, mit analogen 
Unterschieden der Lage, wie sie früher hervorgetreten sind 
(Art. 23). Die Anschauung der Transformationsfigur ist leicht 
zu bilden, besonders wenn wir uns vorstellen, dass die Kugeln 
der linearen Beihe einen ßotationakegel gemeinsamer Tangenten 
mit dem Ähnlichkeitspunkte als Spitze besitzen. Diese Ge- 
raden verwandeln sich in Kreise, welche durch den Anfangs- 
punkt und das Bild des Ahnliehkeitspunktes hindurchgehen 
und mit dem aus dem gemeinsamen Durchmesser der Kugeln 
entstehenden Kreise zu zweien auf je einer Kugel liegen, die 
die von ihnen gebildete Oberfläche überdies längs der ganzen 
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Kreise orthogonal durchschneidet; die Kugeln der linearen 
Reihe werden zu Kugeln, die den Kreis ans der Centrale or- 
thogonal durchdringen und die vorerwähnte Oberfläche je in 
einem Kreise berühren; ihre Centra bilden daher nach Äi-t. 
109 einen Kegelschnitt in der Ebene dieses Orthogonalkreises. 
Wenn zwei Kugeln sieh berühren, so fällt einer ihrer Alm- 
licbkeiispunhte mit dem Berührungspunkte zusammen, der 
äussere für eins chlies sende, der innere für auaschliessende Be- 
i-ührung; man wird für eine solche lineare Reihe leicht die 
Transformationsfigur durch reeiproke Rajdien bestimmen. 

Drei Kugeln, 1, 2, 3, welche nicht einen gemeinsamen 
Durchmesser haben, bestimmen drei Paare von Ähnlichkeits- 
punkten A^f /g; A^, /^; A^, J^, welche viermal au drei in 
geraden Linien liegen, nämlich Aj^A^A^, Ai-J^J-^, J^A^J^, 
J^J^A^ in den Ähnlichkeifcasen s,,, s^, sj, s^ in der Ebene 
ihrer Centra. Durch jede dieser Äxen geht ein Büschel von 
gleichwinklig schneidenden Ebenen, unter denen di,e gemein- 
samen Be ruh rungs ebenen der Kugeln sind als Grenzlagen 
zwischen den Ebenen mit reellem und denen mit nicht reel- 
lem Schnittwinliel. Man stellt leicht die zweifach unendliche 
Gesammtheit der Kugeln vor, welche mit drei gegebenen eine 
gemeinsame Ähnlicbkeitsase haben; ist Jlf ein Punkt der Cen- 
tralebene und s die Ahnlichkeitsaxe in ihr, so giebt der Strahl 
IM m dieser den Änlichkeitspunkt der Kugel aus M mit 
der Kugel 1 und damit auch den Radius der ersten. (Vergl. 
Art. 31, 1.) Die Transformationsfigur des Systems kann da- 
nach leicht vorgestellt werden; die gemeinsamen Tangential- 
ebenen gehen in berührende Kugeln Über, welche den Bild- 
breis der Ahnlichkeitsaxe enthalten. Die Oonsequenzen aus 
dem Vorhandensein von Berührungspunkten zwischen den be- 
trachteten Kugeln sind offenbar. Wir führen den Satz an: 
Wenn eine Kugel zwei andere berühi-t, so geht die Verbin- 
dungslinie ihrer Berührungspunkte mit diesen durch einen 
ihrer Ahnlichkeitsp unkte — den äusseren bei gleichartigen 
und den inneren bei ungleichartigen Berührungen. 

Vier Kugeln 1, 2, 3, 4 endlich, deren Centra nicht in 
einer Ebene liegen, geben sechs Paare von Ähnlichkeitspunkten 
in viermal vier in den Ebenen durch drei Centra 
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Ahiiliehkeitsaxen und daher iu acht Ebenen zu je sechs ge- 
legen, weiche keines der Centra enthalten — sie mögen Ä.hn- 
lichkeitsebenen genannt werden. Wir wollen sie grup- 
piren viid hezeichnen, indem wir die Ahnhchkeitaaxen zusam- 
menstellen, welche sie enthalten; wir geben den Ahnlichkeits- 
axen der Gruppe 2, 3, 4 den ersten Index 1 und fügen als 
zweiten 0, 2, 3, 4 hinzu, je nachdem die drei äusseren Ähn- 
liehkeitsp unkte (0) oder ein äusserer und zwei innere in ihr 
liegen, nämlich im letzten Falle nach dem Index des äusse- 
ren; also für diese Gruppe s^^, s^^, s^g, s^j und analog für 
die übrigen; dann enthält von jenen acht Ebenen eine die 
ÄhnÜchkeitsaxen Sjo,%o,S30i s^^ und nur äussere Ähnlichkeita- 
pnnlite; drei enthalten je vier innere und zwei äussere 
Ähnlichkeitapunkte, nämlich die Ebenen der Axengruppen 
8,383^8^1%, SjjS^^s^äS^i, SjiSaiSigSia; die vier letzten enthalten 
je drei äussere und drei innere Ähnlichkeitapunkte, näm- 
lich in den Axengruppen SiDSaiSaiS^i; Siä^2o%%i %%%%; 
S14S34S34S40 . Fig. 62 enthält die Darstellung eines solchen 
Systems; die durch ihren Umriss verzeichnete Kugel 1 bestimmt 
die übrigen. Jede der Ahnlichkeitsebenen bestimmt ein drei- 
fach unendliches System von Kugeln aus den gegebenen (vgl. 
Ai-t. 47); denn für einen beliebigen Punkt des Baumes M 
giebfc der Strahl nach dem Mittelpunkte 1 einer der gege- 
benen Kugeln den Ahnlichkeitspunkt der Kugel aus M mit 
dieser als seinem Durchatossp unkte mit der besagten Ähnlich- 
keits ebene. 

Fünf Kugeln liefern fünf Systeme von je vier Central- 
ebenen und je acht Ähnlichkeitsebenen. 

IIT. Die Transformation durch reciproke Radien gab 
uns zu zwei Kugeln die dreifach unendliche Gesammt- 
heit der in Be?ug auf eine ihrer Potenzkugeln als Direetrix 
sich seihst entsprechenden oder sie orthogonal und die ge- 
gebenen Kugeln gleichwinklig schneidenden Kugeln. 
Es ist klar, dass die Mittelpunkte aller derjenigen unter ihnen, 
welche einen gegebenen endlichen Radius r haben, auf je 
einer zur benutzten Potenakugel (Radiusquadrafc p) coneen- 
trischen Kugel vom Radius quadrat r^ -{- p liegen; ausser den 
zweifach unendlich vielen vom Radius Null (den Punkten der 
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üirectrixpotenzkage)) und den zweifach unendlich vielen von 
unendlich grossem Radius (den gemeinsamen Tangentialebenen 
aus dem Ähnlichkeitsanfangspunkte) bemerken wir die zwei- 
fach unendlich vielen rechtwinklig schneidenden aus den 
Punkten der Potenzebene als Centren und die zweifach un- 
endlich vielen in nach der Ähnlichkeit nicht entsprechenden 
Punkten je eines Ähnlichkeitsstrahles berühreinJeD, von denen 
wir nun auch schon aussprechen k&nuen, dass ihre Centra auf 
jeder durch die Centrale heider Kugeln gehenden Ebene einen 
Kegelschnitt erfüUeu, und sofort sehen, daas die zweifach un- 
endliche Gesammtheit aller dieser Centra eine Rotations- 
fläche zweiten Grad es bildet; wir bemerken aber vorgreifend, 
daes sich dies für jede andere bestimmte Grösse des Schnitt- 
Winkels wiederholt. (Vergl. Art. 152.) Wenden wir auf eine solche 
Gesammtheit die Transformation durch reciproke Radien an, 
so geht sie in eine andere voji der gleichen Art über; wir 
können sie durch Wahl des Anfangspunktes in einem Punkte 
des Grundkreises odei m einem dei Grenzpunkte des durch 
heide Kugeln bestimmten Büschels in die speeiellen Formen 
iiberführeu, welche dem Ebeneapaaie oder dem Paare con- 
eentrischer Kugeln entspiei,hen, wir können sie aber auch 
in die specielle Form überfuhren, welche zwei gleichen Ku- 
geln entspricht, weil für jeden Punkt m der als Directiix be- 
nutzten Potenzbugel der beiden Kugeln als Anfangspunkt re- 
eiproker Radien dieselben in zwei gleiche Kugeln übergehen 
müssen, da ihre Transformirten ihre Potenzebeno als Trans- 
formirte der Potenzkugel unter gleichen Winkeln schneiden 
müssen. (Vergl. Art. 80.) 

Die beiden Potenzkugeln des gegebenen Paares liefern 
in dieser Weise , zwei Systeme von gleichwinklig schneiden- 
den Kugeln, welche sich dadurch von einander unterscheiden, 
dass die des einen beide gegebene Kugeln gleichartig d.h. 
beide mehr einschliessend oder mehr ausschli essend, die der 
andern aber sie ungleichartig unter demselben Winkel 
sehneiden ; da nun für den rechtwinkligen Schnitt dieser Unter- 
schied wegfällt, oder die rechtwinklig schneidenden den Über- 
gang bilden zwischen den mehr einschliessend und den mehr 
ausschh essend sehneideadcn, so folgt, daws die orthogonal 
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sebimideiideii zu beiden Systemen gehören iiiid dass die 
Ortskiigeln der Oentra gleichwinklig schneidender Kugeln von 
einerlei Radius in beiden Systemen sich auf der Poteazebene 
der Kugeln sehneiden müssen. 

Für drei Kugeln erhellt aus der Betrachtung ihrer 
Centralebene und der hiermit erkannten Beziehung ilirer 
Potenzaxe (Art, 114) zur Frage der gleichwinklig schnei- 
denden Kugeln, dass die Mittelpunkte dieser Kugeln 
in vier Ebenen liegen, welche durch die Potenzaxe 
normal zu je einer der vier Ahnlichkeitsaxen der 
drei Kugeln gehen. Denn nach Art. 102 bilden die gleich- 
winklig schneidenden zu den Hauptkreisen in der Centralebene 
vier Büschel, deren Centralen die Perpendikel vom Potenz- 
centrum zu den Ahnlichkeitsaxen sind; und man erkennt aus 
dem Ausdrucke für den Cosinus des Schnittwinkels von zwei 
Kugeln mit den Radien E und r, und der Centraldiatanz a 

cos ff = g-p 

leicht, .dass für jeden Punkt in der Normale zur Centrale 
durch den Mittelpunkt eines dieser Kreise der Radius einer 
Kugel sich so bestimmen lässt, dasa dieselbe die gegebenen 
mit denselben Artmiterschieden gleichwinklig schneidet, wie 
die, welche jenen Kreis zum Hauptkreise hat; weil aus der 
Voraussetzung 

r^ (-R' + »-i' - c,') = r, (K^ + r/ — c/) und 
r., {E" + r/ - c^^) = r^ {E' + r/ — c^^) 
für 
j-, (Ji/ + /-j^ — c,^ — s') = r^ {Ei + r./ ~ c^^ — s') und 
r^ (iig^ + ra" — V — «^) = ^i i^i + ^8^ — ^3^ — ^^) 
gleichmässig durch Subtraefcion der entsprechenden Gleichungen 
sich ergiebt 

i^s — Ji^ = s\ 

Man sieht daraus, dass diese Kugeln sich in Büsche! nnt den 
gleichwinklig schneidenden aus Punkten der Centralebene als 
den jeweilig kleinsten Kugeln und mit zur Centralebene nor- 
maler Centrallinien ordnen lassen; jedoch (90'* ausgenommen) 
nicht mit gleichen tlrössen der Schnitt wiiikel für dasselbe 
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Büseliel, Wir bemerken auch, dase die Kugeln von gleichen 
Radien unter ihnen ihre Oentra auf Kreisen haben, deren 
Schnittpunkte mit der Potenzaxo für alle vier Systeme die- 
selben sind, nämlich die Centra der gemeinsamen Orthogonal- 
kugel u von diesem Radius, 

Die Betrachtung der Transformation solcher Systeme 
durch reciproke Radien überlassen wir dem Leser und merken 
nur an, dasa die Überführung in das specielle System mit 
drei gleichen Grundkugeln auf unendlich viele Arten möglich 
ist. Denn wir fanden in Art. 102, dass die Potenzkreise von 
drei Kreisen viermal zu dreien durch zwei Punkte gehen und 
sehen daraus, dass die Poienzkugeln von drei Kugeln vier- 
mal zu dreien — nämlich nacli früherer Bezeichnung in den 
Gruppen A^AjAj, Ail^Ig, IjA^Ig, I1I2A3 — ein Büschel bilden 
oder einen geraeinsamen Kreis haben; offenbar ist jeder Punkt 
eines solchen Kreises ein Anfangspunkt reciproker Radien, 
welche die drei Kugeln in Kugeln von gleichen Radien ver- 
wandeln. 

118. Vier Kugeln vertheilen sich in vier Tripel imd 
besitzen daher vier Potenzaxen, die sich in ihrem Potenz- 
centrum durchschneiden müssen, dem Mittelpunkte ihrer Or- 
thogonalkugel; anderseits liegen ihre zwölf Ähnlichkeitspunkte 
zu je sechs von allen vier Kugeln abh'ängigen in acht die 
Centra nicht enthaltend enÄhnlichkeits eh enen. (Art. 116.) In den 
Normalen vom Potenzcentrum zu diesen acht Ebenen 
schneiden sich die durch die Potenzaxen der vier Tripel der 
Kugeln au den zugehörigen Ahnlichkeitsaxen normal gelegten 
Ebenen der Mittelpunkte gleichwinklig achneidender Kugeln 
au je vier und sie sind die Orte der Centra der gleich- 
winklig schneidenden Kugeln zu den vier gegebenen. 
Sind aber endlich fünf Kugeln 1, 2, 3, 4, 5 gegeben, 
so denken wir die Quadrupel 12 3 4 und 2 3 4 5 und erhalten 
vom Potenzcentrum des ersten acht Normalen seiner ä-hn- 
lichkeitsebenen und ebenso vom Potenzeentrum des zweiten 
acht Normalen zu den seinigen; weil aber beide Quadrupel 
das Tripel 2 3 4 mit einander gemein haben, so müssen 
diese Normalen den je vier Ebenen der Centra der gleich- 
winklig schneidenden Kugeln für die Kugeln 2, 3, 4 an- 
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gehören und also einander schneiden; es entspringen daraus 
sechszehii Schnittpunkte, welche Mittelpunkte von gleich- 
winklig schneidenden Kugeln der fünf gegebenen sind. 

Wir kommen aber auf einem andern Wege zu diesen 
Kugeln, indem wir die Aufgabe ihrer Bestimmung als Special- 
fall der allgemeineren Aufgabu ansehen, zu vier gegebeneu 
Paaren von Kugeln die sie je gleichwinklig schnei- 
denden Kugeln zu bestimmen. Bezeichnen wir dieselben 
durch 1 1*, 2 2*, 33*, 44*, mid ihre Potenztugeln resp, durch 
Aj imd I^, A^ und I^, A3 und I3, A4 und I^, so wissen 
wir, dass die gleichartig gleichwinklig schneidenden Kugeln 
zu 1 und 1* die orthogonal schneidenden zu A^ und die un- 
gleichartig gleichwinklig schneidenden desselben Paares die 
orthogonal schneidenden zu J^ sind etc. und schliessen daraus, 
daea die sechszehn gleichwinklig achneidenden zu den vier 
Paaren der gegebenen Kugeln gefunden werden, indem man 
die Orthogonalkugeln der aus diesen Potenzkugeln mit je 
einer von jedem Paare zu bildenden sechsaehn Quadrupel 
construirt; nämlich der beiden aus den vier äusseren resp. 
den vier inneren Potenzkugeln, der zweimal vier aus je 
einer äusseren und drei inneren oder einer inneren und drei 
äusseren Potenzkugeln und der sechs aus je einem Paar 
äusserer und einem Paar innerer Potenzkugeln, 

Denken wir die Kugeln 1*, 2*, 3* und 4* in einer Kiigel 
5 vereinigt, so kommen wir auf das vorige Problem für ein 
Quintupel von Kugeln zurück und erhalten die folgende 
einfache Losung: Man bestimme die vier Paare der Potenz- 
kugeln A^I^, A^^I^, A^Ig, A^I^ der Kugeln 1, 2, 3, i resp. 
mit der Kugel ö; bilde die sechszehn Quadrupel aus diesen, 
in deren jedem alle vier Indices erscheinen und construire 
zu den Kugeln eines jeden das Potenzeentrum und die ge- 
meinsame Orthogonalkugel; diese Orthogonalkugeln lösen die 
Aufgabe, Es ist leicht, die Gleichartigkeit und TJngleich- 
artigkeit ihrer Schnitte mit den gegebenen Kugeln für alle 
festzustellen. Es ist aber Überdies ersichtlich, dass man 
von dieser Construction i^us die vorigen Betrachtungen be- 
stätigen kann. 

Denken wir 2*, ii* und 4* in 5 vereinigt, so erhalten 
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wir die Coustruction derjenigen Kugeln, welche das Paar 1 1* 
und das Quadrupel von Kugeln 2, 3, 4, 5 je gleichwinklig 
schiieiden; sind 1* 2" in 5, 3* 4* m einei neuen Kugel 6 
vereinigt, so erhalten wir die ConstruUion der Kugeln, welche 
zwei Tripel von Kugeln je gleichwinklig schneiden, näm- 
lich das Tripel 125 und das Tripel 5 4(j, und lassen wir 
nur 1* und 2* in 5 verein^ sein, so entspringt die für dies 
gleichwinklig achneidenden zu dem Tripel 12 5 und den 
awei Paaren 3 3* und 4 4*. (Vgl. Art. 107.) 

119. DieProbleme von der Bestimmung der Kugeln unter 
vorgeschriebeneu Winkeln zu vier gogobenen Kugeln 
(Art. 164), speciell der gemeinschaftlich berührenden derselben 
mit ihren zahlreichen Specialfällen, stehen mit diesen Be- 
trachtungen im engsten Zusammenhange und lassen sieh durch 
reciproke Radien umformen und reduciren. Es ist klar, dass 
die berührenden unter den gleichwinklig schneidenden der 
vier Kugeln sein müssen; die Betrachtung am Anfang des 
vorigen Artikels giebt uns also acht gerade Linien, die Per- 
pendikel vom Potenz cenfcrum auf die Ahnlichkeiisehenen, 
denen die Centra derselben angehören und in denen sie be- 
stimmt werden müssen. Wir wollen aber liier nur von der Re- 
duetion der Probleme sprechen imd für die allgemeinsten 
lediglich bemerken, dass vier Kugeln in solche von gleichen 
Radien oder auch in solche mit einerlei Oenfcralebene transfor- 
mirt werden können. Wenn man die Kugeln eines Büschels 
sucht, welche einen gegebenen Punkt enthalten oder eine 
gegebene Kugel berühren, so kann man durch reciproke Radien 
das Büschel entweder in ein Ebenenbüschel oder in ein System 
concentrischer Kugeln verwandeln; durch dSs Bild des Punktes 
geht sowohl eine Ebene wie eine Kugel und ihr Bild in der- 
selben Transformation löst das Problem, und an das Bild der 
Kugel gehen zwei Ebenen resp. zwei Kugeln der rcducirieu 
Systeme, etc. Die berührenden Kugeln zu zwei gegebe- 
nen bilden zwei zweifach unendliche Systeme, von denen man 
sich durch Transformation leicht eine Anschauung verschafft; 
transformirt man die beiden Kugeln in concentrische, so haben 
die gemeinsam berührenden ihre Centra in einer oder der 
anderen von zwei Kugeln des concentrischen Systems und 
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ihre Radien sind denen der letzten resp. gleich, nämlich resp. 
die halhe Summe und die halbe Differenz der Radien der 
gegebenen concentrischen Kugeln; sie schneiden auch zwei 
andere Kugclu des concentrischen Systems orthogonal resp. 
diametral, deren Halbmesserquadrate das geometrische Mittel 
und die halbe Summe der Quadrate dieser gegebenen Halb- 
messer sind; die Transformation hält die Beziehung der 
Orthogonalität fest und nach Art. 109 ist auch die nähere 
Erörterung der Umformung des diametralen Schnittes über- 
flüssig. Transformirt man aber beide Kugeln in Ebenen, so 
sind die Halbirungs ebenen ihrer Winkel die Orte der Centra 
ihrer berührenden Kugeln und werden also von denselben 
orthogonal geschnitten. Man mag speciell für zwei conjugirte 
Büschel von Kugeln diese Probleme erörtern, d. h. für solche, 
von denen die Enden eines Durchmessers ein Grundkreis des 
anderen zu Grenzpunkten hat. 

Weil drei Kugeln für jeden ihrer Schnittpunkte als Anfangs- 
punkt in Ebenen und auch, wie übrigens auch vier Kugeln, für 
jeden. Schnittpunkt ihrer Potenzkugeln in Paaren in gleiche Ku- 
geln verwandelt werden können, so lasst sich das System der 
berührenden Kugeln aus diesen besonderen Fallen discutiren. 
Die Kugeln, welche drei Ebenen berühren z. B. vertheilen sich 
offenbar in vier lineare Iteihen, deren Ceutrallinien die vier 
Durehschnittslinien dei Tripel wini.elhalbii ender Ebenen dei diei 
Paare aus den drei Ebenen sind und welche daher von diesen 
Geraden rechtwinklig geselmitten werden, und ihre Berüh- 
rungspunkte mit den gegebenen Ebenen hegen für jedes 
System in drei geraden Linien aus dem Schnittpunkte der 
selben, welche mit den jedesmal zugehörigen Geraden dei 
vorigen Gruppe durch Normalebeuen zu den gegebenen ver- 
bunden werden. Die Euektianstoimation verwandelt alle diese 
Ebenen in Kugeln und alle diese Geraden m Kreise durch 
den Anfangspunkt und denjenigen zweiten Punkt, welcher dem 
Schnittpunkte der drei Ebenen entspricht — die gemeinsamen 
Punkte der drei Kugeln — und lässt somit erkennen, dass 
die Berührungspunldie der gegebenen Kugeln mit den Kugehi 
eines jeden der vier berührenden Systeme in Kreisen liegen, etc.; 
während wir anderseits aus Art. 117 wissen, dass ihre Centra 
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111 den viel Ebenen gelei^eii sind, welche die Potenzaxe der 
drei Kugeln enthalten und i'u je einer der vier Ähnlichkeits- 
ixen dci&elbpn noimal sind Die Bemerkungen Über die Ver- 
wandlung&ioini dei lineaieii ßeihe in Art. 116 und Act. 109 
zeigen 7ugleich da-^s die Eeihe der Centra der berührenden 
Kugeln jedes '~>ysteni& einen Kegelschnitt in der betreffenden 
Ebene bilden und man sieht sofort, dass seine Seheitel in 
der Centralebene der Kugeln liegen und die Mittelpunkte der 
beiden dem System angehörigen Engeln mit Centreu in der- 
selben Ebene oder die Mittelpunkte der entsprechenden Be- 
rührungskreise zu den in der Centralebene liegenden Haupt- 
kreisen der drei Kugeln sein müssen. Macht man die drei 
Kugeln durch Transformation mit dem Anfangspunkte im Kreise 
durch ihre Centra zu solchen, deren Centra in einer Gerade 
liegen, so gehen diese Kegelschnitte in vier Kreise über, auf 
deren Ebenen die Centrale in ihren Mittelpunkten rechtwinklig 
steht. Zugleich wird evident, dass die sämmtlichen berüh- 
renden Kugeln eines Systems von der Fläche eines Kreia- 
ringes oder Torus umhüllt werden. Die sie im allgemeinen 
Fall umhüllende Fläche ist also wie die Transformirte eines 
Rotationskegela, so auch die eines Torus -~ man nennt sie 
die Dupin'scbe Cyclide und kann das System ihrer Kugeln 
als eine Dupin'sche Kugelreihe bezeichnen. Aber auch 
mit diesen nächstliegenden Erörterungen haben wir vorge- 
grififen und wollen daher die weitere Ausführung in Parallele 
zu den Art. Ulf. unterlassen und dem Winke folgen, der 
im Wiederauftreten eines Kegelschnitts in wichtiger Relation 
zur Lösung eines besprochenen Problems enthalten ist, sobald 
wir nur noch die graphische Durchführung derplanime- 
trischen Hauptprobleme erledigt haben. 

120. Nach der Entwickelung der aus dem Grundgedanken 
unserer Methode für dieses Gebiet entspringenden hauptsäch- 
lichen Mittel und In Ergänzung des Torhergehenden wollen 
wir die mit Hilfe derselben zu behandelnden Probleme über 
die Bestimmung von Kreisen überbhcken. Als Data für 
diese Bestimmung können erscheinen der Mittelpunkt, der 
Radius, Peripher iepunkte, Tangenten, tangirende Kreise, ge- 
rade Linien und Kreise, welche unter vorgeschriebenen Win- 
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kein, und Kreispaare oder auch Tripel resp. Quadrupel, welche 
unter gleichen Winkeln geschuitten werden sollen. In der 
Ebene der Construction liegt aber eine dreifach unend- 
liche Gesammtheit von Kreisen, nämlich die Bildkreise 
aller Punkte des Raumes, aus der durch eine Bedingung im 
Allgemeinen (gegebener Mittelpunkt macht eine Ausnahme — 
eine Doppelbedingung, die sofort auf das einfach unendliche 
concentrische System einschränkt; ebenso natürlich das Tripel 
gleichwinklig zu achneidender Kreise, siehe Art. 107) eine 
zweifach unendliche Mannichfaltigkeit, die Bildkreise 
der Punkte einer Fläche, ausgeschieden wird. Sodann liefern 
zwei Bedingungen als ihnen entsprechend ein einfach un- 
endliches System, die Bildfcreise der Punkte einer Curve. 
Und mit drei Bedingungen gelangt man im Allgemeinen zu 
einer bestimmten Anzahl von Kreisen einer Gruppe, die 
ihnen allein geniigen. 

Wir haben als die zweifach unendlichen Systeme von 
Kreisen, die den aufgeführten Bedingungen entspringen, das 
planare System oder die Kreise mit gemeinsamer Ähnlich- 
keitsaxe und die verschiedenen hyperboloidischen Systeme mit 
Einschluss des konischen (speciell die Netze) erkannt; dazu 
sind als einfach unendliche Systeme bisher die lineare Reihe 
und das hyperbolische System (speciell das Büschel) in seinen 
beiden Formen hervorgetreten; es ist jedoch aus dem bisher 
Entwickelten ersichtlich, dass bei der Combination von zwei 
Bedingungen der aufgezählten Arten im Allgemeinen Kegel- 
schnitte auftreten müssen, dereu Bildkreise keine Bü- 
schel bilden. Es fragt sich, ob die Darstellung derselben 
für die Lösung der Probleme selbst erforderlich ist oder ob 
nicht vieiraehr nur der Zusammenhang, in dem sie mit diesen 
Problemen über Kreissysteme stehen, für ihre eigene Theorie 
werthvolle Bestandstücke liefertv 

Analoges gilt für die Bestimmung der Kugeln aus 
Bedingungen. Weil ihre Zahl vierfach unendlich gross ist, 
so erfolgt die Bestimmung einer Gruppe im Allgemeinen 
durch vier Bedingungen; wir haben in den Erörterungen des 
Art, 114 f. über die Art der Bedingungen und die dabei auf- 
tretenden Systeme von einfach, zwei- und dreifach unendlicher 
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Mächtigkeit das Noth wendige sclion erfahren und werden 
weiterhin noch eines und das andere beizufügen haben. 

131. Verlangt man z, B. die Oonstruction der Kreise, 
die eine gegebene gerade Linie unter vorgeschriebenem Win- 
kel schneiden und einen gegebenen Kreis berühren, so hat 
man die Bildkreise der Punkte der Querschnitte von zwei zur 
Tafel symmetrischen Ebenen mit zwei eben solchen gleich- 
seitigen Rotationskegeln zu bestimmen und erhält zwei Kegel- 
schnitte als Orte der Centra. Sollen die Kreise durch einen 
Punkt gehen und einen gegebenen Kreis unter vorgeschrie- 
benen Winkeln schneiden, so sind die Durchdringungskegel- 
schnitte eines zur Bildebene symmetrischen gleichseitigen 
Rotationskegels mit zwei zu einander symmetrischen Ro- 
tationshyperboloiden darzits teilen. Eine dritte hinzutretende 
Bedingung führt im Allgemeinen auf eine neue Ebene und 
einen neuen mit dem vorigen sich schneidenden Kegelschnitt 
und man erkennt unmittelbar, dass die Schnittpunkte einer 
geraden Linie mit einem Kegelschnitte im Allgemeinen 
das Problem lösen werden; die nähere Uutersuchung muss 
zeigen, wie dies Problem im Geiste der Methode zu lösen ist. 
Wenn nun für einige dieser Aufgaben offenbar ist, dass 
unsere Betrachtungsweise direet zu den bekannten emfachsten 
Lösungen führt, wie z. B. für die Bestimmung des Kreises 
durch drei Punkte mittelst der Durchdringungen der drei zur 
Bildebene symmetrischen gleichseitigen Botationskegel aus 
ihnen als Spitzen in den senkrechten Halbirungsebenen ihrer 
Distanzen in Paaren — immerhin verbunden mit der Er- 
kenntniss, dass dadurch noch andere Probleme mit gelost 
werden (vgh Art. 104) etc., ao könnte doch scheinen, als 
müsste in anderen Fällen, z. B. für das allgemeine Apollo- 
nische Problem, die hier entspringende Oonstruction sich 
minder einfach gestalten als schon bekannte Lösungen; hier 
also die Oonstruction der Durchdringungen von drei Paaren 
zur Bildebene symmetrischen gleichseitigen Rotationskegeln 
minder einfach als die classische Gergonne'sehe Lösung. Noch 
mehr aber kann Compiication erwartet werden für die Lösung 
des allgemeinsten Problems der Gruppe, die Oonstruction 
der Kreise, welche drei feste gegebene Kreise unter rcsp. 
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vorgeschriebenen Winkeln schneiden sollen. Wir werden finden, 
tlass dies nicht so ist, wenn wir uns für die graphische Be- 
handlung wie früher der Centralprojection bedienen. 

122. Es mag zunächst das Apollonische Problem 
untersucht werden.. Die Kreise, welche drei gegebene Kreise 
KijKj, K3 berühren, sind die gleichwinklig schneidenden Kreise 
derselben vom Winkel Null (Art. 106); sie sind auch die Bild- 
kreiae von den Punkten, in denen sich je drei von den drei 
Paaren zu einander in Bezug auf die Bildebene orthogonal- 
symmetrischen gleichseitigen ßotationskegeln durchdringen, 
welche die Kreise enthalten. Die erste Anschauung erlaubt 
uns, die sechs Berührungspunkte des zur nämlichen Ahnlich- 
keitsaxe gehörigen Paares Apollonischer Kreise mit den drei 
gegebenen Kreisen als die Schnittpunkte dieser letzten mit. 
den zu ihnen normalen im Büschel der zugehörigen Potenz- 
Icreise ku bestimmen (Art, 102); die zweite giebt uns eine 
bequeme Construction der bezeichneten Berührungspunkte und 
der Mittelpunkte der Äpollonischen Kreise, wie folgt. Denken 
wir den einen dieser Kegel, etwa den mit dem Mittelpunkte 1 
als projicirend, also 1 in C, so ist der Kreis Kj der Distanz- 
kreis der Centralprojection (Kg. 63) und sowohl für diesen als die 
beiden anderen Kegel die Fluchtlinie, also zugleich Q^', Q^', ftj'. 
Man hat nun die Ebenen der Durchdringung für die Kegel 
1 und 2 und für die Kegel 1 und 3 z. B. zu construiren und 
ihre Schnittlinie zu bestimmen, um in ihren Schnittpunkten 
mit diesen Kegeln, den Schnittpunkten ihrer Durchdringungen, 
zwei Punkte zu erhalten, deren Bildkreise dem Problem ent- 
sprechen. Zu den zwei Punkten und Kreisen aus den Kegeln 

1, 2, 3 kommen im Allgemeinen je zwei weitere hinzu aus 
den Kegeln 1, 2, 3* (3* bezeichnet wie in Art. 13 den zu 
3 symmetrischen Punkt, etc.), den Kegeln 1, 2*, 3 und den 
Kegeln 1, 2*, 3*, wobei die letzte Gruppe an Stelle von 1*, 

2, 3 als die Gruppe der symmetrischen Kegel genommen ist, 
um das Projeetionscentrum nicht in den zu C symmetrischen 
Punkt 1* zu verlegen; acht Punkte und Kreise im Allge- 
meinen, denn nicht immer sind alle acht Lösungen reell. 

Wir haben in Art. 21 gezeigt, dass die beiden Ahnlieh- 
keitspunkte von zwei Kreisen die Bilder der Spitzen der- 
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jenigen beiden Kegel sini3, denen ^iese Kreiae als Fluchtlinie 
imd Spur in bestimmter Weise zugeliören und erkennen so- 
mit hier den äusseren Ähnlicblreitspunkt Ä^^ oder Ag der 
Kreise 1 und 2 als Bild der Spitze vom Kegel 2 und den 
inneren Ähnlichkeitspunkt derselben Kreise Jj^ oder Jg aU 
Bild der Spitze vom Kegel 2*, so dass wir diese Punkte auch 
als 2' und 2*' bezeichnen können; ebenso die Ahnliehkeits- 
punkte Ajg oder J^ und Jj^ oder J^ als die Bilder der Spitzen 
3 und 3* d. h. 3' und 3*'. 

Die Durchdringung der Kegel 1 und 2 resp. 1 uud 3, 
überhaupt jedes der beaeiehneten Paare ist, weil dieselben 
den unendlich fernen Querschnitt mit einander gemein haben, 
ein ebener Querschnitt (Art. 106) und wird durch Hilfsebencu 
construirt, die die Verbindungslinie beider Spitzen enthalten, 
also in den hier geforderten Fällen die Geraden 12, 13, ete. 
resp.; d. h. die Spuren dieser Hilfsebeuen erscheinen als Ge- 
rade aus 2' oder Ag, 3' oder A^, etc. resp. oder als Ähnlich- 
keitsstrahlen (Art. 22), welche das zugehörige Paar von Kreisen 
schneiden; und die Mantellinien der Kegel, die auf ihnen liegen, 
sind in diesen Ah nlichkeits strahlen selbst projicirt und haben 
die in der Ähnlichkeit entsprechenden ihrer Schnittpunkte 
mit den Kreisen als Fluchtlinie und Spur des jeweiligen Kegels 
zu Flucht- und Durehstosspunkteu ; für die des projicirenden 
Kegeis ais für projicireude Gerade fallen dieselben natürlich 
zusammen. In den Ähnliehkeitsstrabl aus 2' oder A^, welcher 
den Kreis Kj in Q^ und Q^' schneidet, würden die in §/ resp. 
§a' projieirten Mantellinien des projicirenden Kegels 1, und 
die Bilder SI«Öi'i -S'^' Q^ der Mantellinien des Kegels 2 fallen 
für j9"' und S'^' als seine entsprechenden Schnittpunkte mit 
dem Kreise K^. Ziehen wir also in den nach der Ähnlichkeit 
nicht entsprechenden Punkten der beiden Kreise auf einem 
Ähnlichkeitsstrahle die Tangenten der Kreise, so sind diese 
die Spuren der Tangentialebenen der Kegel längs zwei sich im 
Endlichen achneidenden Mantellinien und ihr Schnittpunkt 
daher Durehstoaspunkt der Tangente der Durehdringungseurve 
in dem aua ihnen entspringenden Punkte; für jeden solchen 
Ähnlichkeits strahl natürlich zwei. Nach Art. 72 liegen die- 
selben in der Linie gleicher Potenzen oder der Radiealaxe 
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der beiden Kreise und wir haben somit in dieser die Spur 
der Ebene der Durchdringungscurve beider Kegel 
gefunden. In der That, als Verbindungslinie der im Endlichen 
liegenden Schnittpunkte der Spuren der Kegel niuss sie die 
Spur der Ebene der Durchdringung sein. Zugleich ist der 
Schnittpunkt der Tangenten des Fluchtkreises in Punkten Q{ 
und 6g' eines Ähnlichkeitsstrahles der gemeinsame Flucht- 
punkt beider Tangenten und somit diePolare des benutzten 
Ähnlichkeitspunktes im Flnchtkreise die Fluchtlinie 
der Ebene der Durchdringung. Insofern der dem vor- 
her benutzten in Beziehung zur Centrale symmetrische Ähn- 
lichkeitsstrahl Tangentenpaare liefert, welche gleichfalls zu 
den vorigen symmetrisch sind, also einen Fluchtpunkt und 
Durch atosspunkte des zugehörigen Tangentenpaares der Durch- 
dringung von gleichfalls symmetrischer Lage zn den vorigen, 
können wir die Potenzlinie und die Polare des Ähnliehkeits- 
punbtes als normal zum Durchmesser des Ähnliehkeits punktea 
aus der Construction deduciren, etc. 

133. Man sieht daraus, dass die Spur der Ebenen der 
Diirchdringungen für die Paare voa Kegeln 1, 2 und 1, 2* 
die nämliche ist; desgleichen für 1, 3 und 1, 3*, nämlich 
jeweilen die Potenzlinie oder Radicalaxe der zogehörigen Kreise 
1, 2 resp. 1, 3; der Durchschnittspunkt beider ist daher der 
gemeinsame Dur chstossp unkt der vier bei unserer Construc- 
tion erforderlichen Durch Schnittslinien der Paare von Durch- 
dringungsebenen, nämlich aus den Kegelpaaren 

1 2 und 1 3, 1 2 und 1 3*, 1 2* und 13, 12* und 1 3* 
resp. Da er das Potenzcentrum S der drei Kreise K,, 
K^, Kg (Fig. 63) ist, so wird er immer als derselbe erhalten, 
ob man nun wie vorher den Kegel 1 als projicirend nimmt 
oder statt dessen den Kegel 2 oder den Kegel 3; er ist dann 
resp. der gemeinsame Dnrchstosspunkt der Schnitt- 
linien der zu benutzenden Durchdringungscurven der 
Kegeipaare 

21,23; 2 1,2 3*; 21*, 23; 2 1*2 3*; 
3 1,3 2; 3 1, 3 2*; 3 1*, 3 2; 3 1*, 3 2*. 
Wenn eine der Ähnlichkeitsaxou die Grundkrcise schnei- 
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det, so können die Potenzlimen deiselben m Tiaieii mittelst 
ihrei Tangenten m den Selinittjjuntten mit dei schneidenden 
Alinhclikeit3a\e (Ait T^) (onstmirt werden, wobei min auch 
ihre Polt, mit erhalt In Iig b3 i'^t dies nicht dei Fall 

Wenn wir nun die Huehtpunkte deiuelben Geraden be- 
trachten, -io eutspimgen aus dem im votigen 4it ritfundenen 
folgende Ergebnisse Die Fluchtlinie dei Ebene dei Duich- 
dringung der Kegel 1 und 2 wai die Poliie des Bildes der 
Spitze von 3 oder des äusseren Ahnliehkeitspuuktes Jj dei Rteise 
1 und 2 in Bezug auf den Kreis 1 als Fluchtkreis der Ke- 
gel; die Fluchtlinie der Ebene der Durchdringung der Kegel 
1 und 3 ist die Polaro des äusseren Ähnlichkeitspunktes der 
Kreise 1 und 3 im Kreise 1 als Fluehtkreis der Kegel; der 
Fluchtpunkt Q^,' der Schnittlinie beider Durclidring- 
ungsebenen ist also der Schnittpunkt dieser Polaren 
oder er ist der Pol der äusseren Ähnlichkeitsaxe 
der drei Kreise im Kreise K^. Die Punkte P'^'', P'^'', 
wo die Verbindungslinie von Qy' mit dem Durchstoaspunkte S 
den Kreis 'K^ schneidet, sind die Bilder ihrer Schnittpunkte 
mit dem Kegel 1, und da der Kegel 1 ein gleichseitiger Ro- 
tationskegel mit zur Tafel normaler Äxe und projicirend ist, 
so sind sie zugleich die Berührungspunkte der gesuchten 
Kreise mit diesem Kreise K,; die Mittelpunkte der gesuchten 
Kreise aber findet man als Fusspunkte Pj'^', Pi'^* der Nor- 
malen zur Tafel, die von den Durchschaittspunkten ausgehen, 
also in den Geraden Cil'^'''', CiP'*'' auf der Parallelen durch 
das Potenzeentrum zum Radius des Poles der Ähnlich keitsaxe 
im Kreise Kj. Dies ist die Construction von Gergonne. 
Wenn SQ', die Verbindungslinie des Potonzcentrums mit 
dem Pole der Ähnlichkeitsaxe in K^, diesen Kreis nicht reell 
schneidet, so finden wir zwar wie keine Berührungspunkte 
P(i)'^ P("'', so auch keine reellen Mittelpunkte der beiden be- 
rührenden Kreise, wohl aber die reelle Verbindungslinie 
der Mittelpunkte derselben, nämlich in der Parallelen 
vom Potenz- Centrum zum Durchmesser des Poles der 
Ähnlichkeitsaxe oder in der von ihm ausgehenden Nor- 
male zu dieser Ähnlichkeitsaxe. Die Figur 63 enthält 
die beiden Losungen aus der Ähnlichkeitsaxe s,.- 
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Man erhält endlich alle Löaiiiigeii, indem man nacheinander 
für alle vier Ahnlichkeitsaxen diesß Constmction wiederholt; 
die Pole der ahnlichkeitsaxen im Kreise K^ gehen auf ihren 
Verbindungslinien mit dem Potenzcentruni die vier Paare der 
Berührungspunkte der Äpollonisclien Kreise mit K^ und in den 
vier vom Potenzcentrum ausgehenden Normalen der Ahnlich- 
keitsaxen liegen die vier Paare der zugehörigen Mittelpunkte. 
Man hat zugleich in der Conatruction die Säfae bewiesen, 
daas die drei Ebenen der Durchdringungen von drei 
parallelen Kegeln zweiten Grades in Paaren ein 
Büschel bilden; denn auf der VerbiBdungslinie von zwei 
AhnfichkeitepUükten der drei Spurkreise liegt immer ein dritter 
Ahnlichkeitspunkt, z. B. in der Geraden A^A^ auch A^, der 
äussere Ahnlichkeitspunkt der Kreise K^jK^; die Ebene der 
Durchdringung der Kegel 2, 3 geht durch dieselbe Gerade SQ', 
in der sieh die Ebenen der Durchdringungen von 1, 2 und 1, 'd 
schneiden. Und wenn vier solche parallele Kegel oder 
Kegel mit einem gemeinsamen Querschnitt (vergl. Art, 
106) in Betracht gezogen werden, so gehen die sechs 
Ebenen ihrer Durchdringung sänimtlich durch einen 
Punkt.' 

184. Wir wollen anmerken, dass auch in dem Grenz- 
falle der Kreise k:„ Kg, Kg als von gemeinschaftlicher 
Centrale, der sich die blos planimetrische Fassung der 
Gergonne'schen Construction versagt, das Zurückgreifen auf 
das Durehdringungsproblem die Lösung in der einfachsten 
Weise giebt. Die Schnittlinien der Ebenen der Durchdringung 
sind einfach parallel zuj Tafel geworden, die Benutzung der ge- 
meinsamen zur Tafel normalen Hauptehene der drei Kegel 
liefert sie und die Punkte der gesuchten Bildkreise unmittelbar. 
Die Fälle, in welchen die Radien der Kreise Grenzwerthe Null 
oder Unendlich haben, unterliegen schon nach dem Früheren 
keinem Bedenken. Die Bestimmung der Kreise, welche zwei 
gegebene Kreise und eine zur Centrale derselben normale 
Gerade berühren oder einen Kreis berühren und durch zwei 
Punkte in einem Durchmesser desselben geben etc., ergiebt 
sich mit derselben Leichtigkeit. 

In Pig. 64 ist das Paar der zu Sj, Kj, Kj, mit gemein- 
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sanier Centrale berührenden Kreise construirt, welche der Durch- 
dringung der Kegel 1, 2*, 3* entspringen. In der Umlegung 
der gemeinsamen Hauptebene ist S, der Schnitt der Spuren 
(J.3*)(B3*),(V)(^a*)"nd(.40(-ßi)'lp^SchnittebenenderKegel- 
paare 12*, 13* und 2*3*, der Durchatosspunkt der Schnittlinie 
und sein Abstand von der Centrale schon der Radius des besagten 
Paares. Zieht man durch S die Parallele zur Centrale, bis sie 
die Ümriss-Mantellinien des Kegels K, sehneidet, so erhält man 
den Parallelkreis dieses Kegels, auf welchem und im Pei-pen- 
dikel von S zur Centrale die MittelpiLnkte liegen. In derselben 
Art erhält man die übrigen drei Paare. Man kaim die Kreise 
eines Paares als conjugirt bezeichnen, wie beim Apolloniseh&u 
Problem, und ihr Verhalten za den Grundkreisen besehreiben. 
Die eigentlichen Specialfälle. in denen entweder unter den 
Radien der gegebenen Kreise die Grenawerthe Null und Un- 
endlich aufti'eten, oder wo die gegebenen Kreise einander 
berühren, oder endlich zwei der gegebenen Kreise zusammen- 
fallen , sodass ihre Schnittpunkte in einem Berührungspunkte 
vereinigt sind, und die Bei-ührung mit zwei Kreiaen bei ge- 
gebenem Berührungspunkte des einen gefordert wird, ftigen 
sich der gewonnenen allgemeinen Construction bei Festhaltmig 
ihres räumlichen Sinnes ebenso einfach. Der unendlich grosse 
Radius oder die berührende Gerade giebt statt dieser Kegel 
die zur Tafel symmetrischen 45" Ebenen, der Radius Null den 
gleichseitigen Rotationskegel mit Spitze in der Tafel, und er 
bildet daher, so lange der Nullwerth des Radius nur einmal 
auftritt, keinen eigentlichen SpecialfaU, weil durch Parallel- 
verschiebimg der Tafel immer der Spurkreis des einen Paare» 
der Kegel auf diesen Radius gebracht werden kann. Im Falle 
der einander berührenden Kreiae ist der Berührungspunkt ein 
Ähnlichkeitspunkt und die gemeinsame Tangente die Potenz- 
linie des betreffenden Paares, nur diejenige Ähnlichkeitsuxe, 
welche keinen der Berührungs - Ahnlichkeitspunkte enthält, 
liefert ein Paar berührende Kreise, indess 'lie drei anderen 
. Paare derselben mit den gegebenen Kreisen zusammenfallen; 
die Angabe des Berührungspunktes auf einem Kreise hefert 
sofort eine lineare Reihe berührender Kreise, der die ge- 
suchten Kreise angeliören müssen, und führt damit die Be- 
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Stimmung der Kreise, die noch einen anderen Kreis berühren, 
auf den Schnitt dieser Geraden mit zwei Kegeln über diesen zu- 
rück, unter deren Mantellinien sie je eine parallele hat (Art. 63). 
135. Wir können nun in Erinnerung an Art, 119 und 
All. 117 die gefundene Lösung des ÄpoUonischen Problems 
in den Kaum übertragen, d, h. auf die Construction der 
Kugeln aus Bedingungen der Berührung durch ge- 
gebene Kugeln. Sind drei Kugeln 1, 2, 3 gegeben, so 
bestimmen wir ihre vier Ahnlichkeitsaxen Sp, Sj, Sg, Sj, und 
ihre Potenaase o; wir ermitteln die Pole jeder der Äbnlich- 
keitsasen in Bezug auf die Hauptkreise — nach verständlicher 
Bezeichnung etwa Pqi, P^^j Pq^; F^,, P^^, P^; , . .; Pj^, 
Paaj Paa ~ und errichten in ihnen die Normalen p,,,, . .; j)ij, . .; 
Psu • -1 i*3i ■' ^^ diesen, oder die Polarlinien der Ähnlicb- 
keitsaxen in den Kugeln in der Centralebene, welche also 
zur Potenzase parallel sind. Dann schneiden die Ebenen 
opoi, opu, op^i, opii aus den gleichnamigen Kugeln K; die 
Kreise heraus, welche die Orte der Berührungspunkte der 
vier den vier Ähnlichkeitsaxen entsprechenden Systeme der 
gesuchten Berübrungskugeln sind. Zu jedem derselben ge- 
hört eines der Paare von Kugeln, die über den ÄpoUonischen 
Kreisen der Kreise in der Centralebene als Hauptki-eisen be- 
schrieben wurden. Ein Punkt P in einem jener Kreise in 
den Ebenen opki und auf den Kugein K; liefert eine berüh- 
rende Kugel der gegebenen durch Verlängerung seines zu- 
gehörigen Durchmessers bis zu der Normalebene der zuge- 
hörigen Ahnlichkeitsase Sk durch die Potenzaxe o; aber auch 
in Erinnerung an die Beziehungen der Beruh mngsp unkte zu 
den Ah nlichkeits punkten (/.. B. Art 116), indem man zu dem 
Berührungspunkte P^ im Kreise K^, opti die Berührungs- 
punkte Pg, P3 auf den Kreisen Kj, opk^ und Kg, opt^ ermittelt; 
denn die Ebene dieser Berührungspunkte ist die Verbindungs- 
ebene des ersten von ihnen mit der Ähnlichkeitsaxe s^. und 
ihre Verbindungsgeraden gehen durch die drei in derselben 
liegenden Ähnlichkeitspunkte. Die Durchmesser der Kugeln 
1, 2, 3, welche nach den so zusammengehörigen Punkten P^, 
P3, Pg resp. gehen, schneiden sieh im Mittelpunkte der ent- 
sprechenden Berührungskugel. 
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Hieraus ergiebfc sich die Constr uctiou der Kugeln, 
welche vier gegebene 1, 2, 3, 4 berühren, durch zwei- 
malige Anwendung dieser vorigen Operationen, uärmlich auf 
zwei der dem Quadrupel augehbrigen Tripel von Kugeln. 
Doch ist dazu nicht erforderUeh, die zugehörigen Ortskreise 
der -Berührungspunkte auf den gegebenen Kugeln zu con- 
atrim-en und ihre gemeinsamen Punkte zn ermitteln. Nach 
dem Zusammenhange zwischen Pol und Polarebene, den Ebenen 
durch den Pol und den Punkten in der Poiarebene und daher 
auch den Strahlen durch den Pol und den Strahlen in der Polar- 
ebene bei Kugeln und mit Erinnerung an die Entwickelungen 
des Art. 116 über vier Kugeln erhalten wir die Berührungs- 
punkte der gesuchten Kugeln mit den gegehenen direct wie folgt: 
Construirt man zu einer der acht Ähnlichkeitaebeiien 
der vier Kugeln die Pole in denselben, so schneiden 
ihreVerbindungageraden mit demPotenzcentrum aller 
Kugeln die zugehörigen Kugeln in den Berührungs- 
punkten von zweien der gesuchten Berührungakugeln. 
die nach diesen Schnittpunkten gehenden Durch- 
messer begegnen sich zweimal zu vieren in zwei 
Punkten auf der Normale vom Potenzcentrum zur he- 
nutztenÄhnlichkeitsebene als den Mittelpunkten der- 
selben; so liefern die acht Ähnlichkeitsebenen der vier Kugeln 
(Art. 116) acht Paare berührender Kugeln derselben als ihnen 
zugehörig. Wenn der Strahl vom Potenzcentrum nach dem Pol 
einer Ähnlichkeitsebene in einer der Kugeln diese nicht schneidet, 
so sind die zugehörigen berührenden Kugeln nicht reell; die Ver- 
bindungslinie ihrer Centra ist es immer. Es ist leicht, Kugel- 
gruppen zu denken, welche keine reellen gemeinsam berührenden 
Kugeln gestatten ; so thun schon dreiKugeln, weiut eine derselben 
die zweite einschliesst und die dritte ausschliesst, und also auch 
jede Gruppe von vieren, die mit drei solchen gebildet werden kann. 
Auf die ungemein zahlreichen speciellen Fälle dieser 
Construction, welche durch Auftreten der Längen Null und 
Unendlich unter den Radien, durch Berührungen unter den 
gegehenen Kugeln, durch besondere Lagenrelationen ihrer 
Centra hervorgebracht werden, können wir nicht eingehen; 
sie bieten keine wesentlichen Schwierigkeiten dar. 
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126. Wir zeigen nun, dass die Oonstimction des 
Äpollonischen Probleme im Wesentlichen unverändert 
auch das Problem löst, diejenigen Kreise zu finden, 
welche mit drei gegebenen Kreisen Winkel von vor- 
geschriebenem Cosinus bilden. 

Die gegebenen Kreise sind Kj, K.^, Kj mit den Mittel- 
pimliten 1, 2, 3. Wir bestimmen die Winkel cc^, a^, % ^^^^ 
cos öl = eotan Kj, cos e^ = cotan c^i cos 63 ^ cotan % imd 
erhalten nach Art. 95 durch Antragen ihrer respectiven Oom- 
pleniente am Endpunkte je eines Radius der gleichbezeich- 
neten Kreise gegen denselben auf dem zu üim rechtwinkligen 
Durchmesser die Umiegungen der Mittelpunkte M^^\ M'*', M'^' 
der bezüglichen gleichseitigen Hyperboloide oder ihrer Me- 
ridianhyperbeln, damit ihre zweiten Axen und mit Beachtung 
der in Art. 98 entwickelten Modification für die Fälle cc > 45" 
oder reellen Winkel und a < 45** oder nicht reellen Winkel 
die Scheitel Ä^, J.a)*i ^l^), ^l*)*. ^(S)^ ^o)* derselben. Nun 
sind die Bildkreise der Mittelpunkte M^^\ etc., also die mit 
Kl, Kg, Kj concentrischen Kreise durch ihre Umlegungen, 
die Spurkreise Km, Kaa, Kga der zugehörigen Äsymptoten- 
kegel, während sie in der Tafelebene die Enveloppen der 
Geraden sind, welche die Kreise K; unter den Win- 
keln ff; durchsehneiden. Und wenn wir den Mittelpunkt 
M^^^ als Centrum der Projection wählen, so dass der Mittel- 
punkt von Kl der Hauptpunkt C^ und der Kreis Ki„ der 
Distanzkreis und zugleich der Fluchtkreis aller drei Äsymp- 
totenkegel und aller drei Hyperboloide ist, so erhalten wir 
die einfachste Form der Conetruction. Offenbar sind die 
Potenzlinien ihrer Spurkreise, d. h. der Kreise Kj, K^, K3 
in Paaren die Spuren der Ebenen ihrer Durch drin gungscurven 
und somit das Potenzcentrum der selben der gemeinsame 
Durchstosspunkt der Schnittlinien dieser Ebenen, Aber 
auch die Bestimmung und daher die Benutzung der unendlich 
fernen Punkt« der Durehdringungscurven bleibt dieselbe wie vor- 
her, da die unendlich fernen Punkte der Asymptoten- 
kegel unserer Hyperboloide diesen selbst angehören. 
Man wird also die Verbindungslinien der unendlich fernen 
Punkte des ins Endliche gehenden Theils der Darchdringungs^ 
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uui've cbi' Aayiiiiituteukegel consti'uireii uud die Fluchtlraieu 
der Ebenen der Durchdringungscurven dei- Hyperboloide er- 
lialten; der Schnittpunkt von zwei solchen Fluchtlinien ist 
der Fluchtpunkt der Schnittlinie der Ebenen der bezüglichen 
Durchdringungen und bestimmt dieselbe ziisammen mit dem 
Potenzcentrum als Durchstosspunkt, nnd die Seluiittpmdtte 
dieser Geraden mit der ersten unserer hyperboloidi scheu 
Flächen sind die gemeinschaftlichen Punkte der drei in Rede 
stehenden Flächen, ihre Bildkreise ein Paar der gesuchten 
Gruppe von Kreisen. Man hat daher die Polaren der Ähn- 
lichkeitspunkte der Spnrkreise der drei Asymptotenkegel im 
ersten derselben, der zugleich ihr gemeinsamer Muchtkreis 
ist, als Fluchtlinien Jener Ebenen und ihre vier Durchschnitts- 
punkte zu dreien, die Pole der vier Ähnlichkeitsaxen 
derSpurkreiae der Äsymptotenkegel, als Fluchtpunkte 
der Durchscbnittaliuien der Ebenen der Durchdringungen 
zu drei. Bis hierher weicht die Constriiction des allgemeineren 
Problems von der des ApoUonischen nur darin ab, dass für 
die Bestimmung des Durcbstosspunktes die Spurkreise der 
Hyperboloide imd für die der Fluchtpunkte die der Asymp- 
totenkegel zw benutzen sind — welche beide Gruppen von 
Kreisen im ApoUonischen Problem zusammenfallen. 

Die Sätze am Schlüsse des vorigen Artikels gelten also 
auch für Flächen zweiten Grades; itär unseren Fall geben die 
vier Hyperboloide mit parallelen Asymptotenkegeln — wir 
denken das symmetrische des ersten hmzugenommen — sechs 
ebene Durehdringungscurven , deren Ebenen viermal zu drei 
durch eine Gerade und alle sechs durch einen Punkt gehen. 
137. Es bleibt noch übrig, für jede der gefundeneu 
vier Geraden die Eildkreise ihrer Schnittpunkte mit 
demjenigen gleichseitigen Eotationshyperboloid zu 
bestimmen, welches seinen Mittelpunkt im Projec- 
tionseentrum hat. Wir betrachten dazu die durch diu 
Gerade gehende Normalebene zur Tafel und die gleichseitige 
Hyperbel mit zur Tafel normaler Ase, in welcher sie das 
bezeichnete Hyperboloid durchschneidet. Ihre Axen sind die 
Schnitte ihrer Ebene mit der Verschwindungsebene und mit der 
au jener rechtwinkligen Meridianebene; über die Bestimmung 
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ihrer Scheitel ist Folgendes zu sagen: Im Fall des eiui'acheii 
Hyperboloides sind sie entweder die Schnitte der Ebene mit 
dem Kehlkreise desselben, und dann ist die zur Tafel parallele 
Axe die Hauptase; oder sie sind die Schnittpunkte der zur 
Tafel normalen Äxe mit der Meridianhyperbel im vorerwähnten 
Möridian; im Falle des z weif acheii Hyperboloids sind sie immer 
die Schnittpunkte der zur Tafel normalen Äxe mit der Hy- 
perbel des zur Ebene normalen Meridians. Iii jedem Falle 
sind ihre Schnittpunkte mit der Durchschnittsgei-aden der 
Durclidringuugsebenen wie in Art. 63, 74 zu construiren. 
Man sieht, dass die Construction aiich für nicht reelle Schnitt- 
winkel oder für Cosinuswei'the, die die Einheit übersteigen, 
keine Veränderung erfahrt, so lange nur die gegebenen Grund- 
kreise selbst reelle Kreise sind. Erst dann, wenn unter 
den Grundkreisen selbst imaginäre, also durch ihre 
Symmetriekreise vertretene Kreise auftreten und 
somit unter den sich durchdringenden Hyperboloiden solche 
Bweifaehe Hyperboloide sind, deren Scheitel auf entgegen- 
gesetzten Seiten der Tafel liegen, lot die Oonstiuction zu 
modificiren. Nicht in ihrem letzten Theile, dei Bestimmung 
der Schnittpunkte des Hyperboloid-, mit dem piojicirendeu 
Asymptoteakegel, mit der Schnittlinie dei Ebenen der Durch- 
dringung; auch nicht in der Construction dei Fluchtpunkte dieser 
Schnittlinien, wohl aber in der Construction ihres gemein- 
samenDurchstoaspunkte8,desPotenzeentrnms. Dies 
ist für drei reelle Kreise ein anderes, als für zwei reelle und 
einen imaginären durch den Symmetriekreis vertretenen, für 
einen reellen und zwei imaginäre oder für drei imi^näro Ki'eise, 
Wir wollen die neuen Potenzlinien und Potenzcentren 
im Folgenden nachweisen und nur die Construction für einen 
bestimmten Fall reeller Grundkreise vorher besprechen. 

138. In Fig. 65 Tafel IX ist die Construction für reelle 
Schnittwinke! und reelle Grundkreise durchgeführt. Der Kreis 
Kl soll unter dem Winkel ffj geschnitten werden und hat 
daher den Kreis Ki„ als Spurkreis des ÄsymptotenkegeJs des 
zugehörigen Hyperboloids geliefert, dessen Mittelpunkt zum 
Projectionscentrum gewählt ist; ebenso ergehen sich aus Kj 
und 62 der Spurkreis Ka«, und aus K^, S^ der Kreis Kno. 
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Die Potenzliiiieii dtiv K,- sind s^,s^jS^, ihr Sühiiifct das Potenz- 
centrura S. Für die Ähnlichkeitsase A^J,J^ der Kreise Kia, 
Käoi Kga ist Qf der Pol im gemeinsamen Fluclitkreiae K|„, 
somit S Q das Bild, gi parallel C, Q' die Orthogonalprojection 
und für © als Oollineationsceutrum {g) die Umlegung der Ge- 
raden, de]'en Schnittpunkte mit dem Hyperboloid 1 als ihre 
Büdkreiae die entspteclienden Kreise des Problems liefern. Man 
hatt« die Schnittpunkte von g mit derjenigen gleichseitigen 
Hyperbel zu bestimmen, welche die durch g gehende Normal- 
ebene zur Tafel mit dem Hyperboloid von der Spur Kj und 
dem Kegel K,a als Asymptotenkegel bildet. Da die Schnitte 
von g^ mit K, Punkte der Hyperbel und C^^ und die im 
Abstände des Hadius von Kia zn j/i gezogene Parallele ihre 
Äxen sind, so hat man in (M) und (M*) ihre Scheitel und 
in (i") und (P^) ihre Schnittpunkte mit (</), welche in P^' 
und P/ die Centra und in Pi\P^) resp. Pj^{P^) die Radien 
der zwei Kreise K^, K^ des Problems liefern, welche die 
benutzte Ähnlichkeitsase s zur PoteuElinie haben. 

Die in der Figur eingetragenen punktirten Linien ent- 
halten die scharfe Genauigkeitsprobe. Die Schnittpunkte von 
Kj", Kä^ mit K^, Kg, Kg sind Berührungspunkte gemeinsamer 
Tangenten zwischen Kj' und Ki«, Kg^ und Ks„ respective 
und zwar der Reihe nach von äusseren, inneren und äusseren 
nach der Natur der benutaten Ähnliehkeitaaxe Äueli ergiebt 
sich aus der Entwickelung der Ooustruction, dass dei Potenz- 
kreis der drei gegebenen Kreise (o, Fig. f>5) mit den Kreisen 
K^', Kjj' zu demselben Büschel gehört, fui da-, die ähnlich- 
keitsase s die Potenzlinie ist, 

129. Wenn durch zwei Kreise in der Tatet Flächen 
zweiten Grades gelegt werden, tUe sich in einem gemeinsamen 
ebenen Querschnitte durchdringen, so ist die Spur der zu- 
gehörigen Ebene immer dieselbe, nämlich offenbar die Ver- 
bindungslinie der Schnittpunkte der Kreise. Legen wir also 
durch zwei Kreise von den Radien r^ und r^ mit der Central- 
distanz 2 c gleichseitige Eotationshyperboloide, für welche die 
Tafel die Hauptebene ist, so hat die Ebene ihrer Durch- 
dringung die Verbindungslinie jener Schnittpunkte zu ihrer 
ßpur in der Tafel; sie ist die Spur der Durchdringungs ebenen 
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aller Flächen zweiten Grades durch dieae Kreise, die einen ge- 
meinsamen unendlich fernen Querschnitt besitzen. Wählt man 
den Mittelpunkt der Centrale zum Anfangspunkte der Coordi- 
naten, und sind beide Kreise reell, also von positivem Radius- 
quadrat, so sind die einfachen gleichseitigen Rotationshyper- 
boloide, welche sie zu Kehlkreisen haben, ausgedrückt durch 

{x — cf + y^ — ^ = r^^ und {x + cf -\- y^ — b^ =^ r/ 
und man erhält für die Spur der Ebene ihrer Durchdringung 
in der Tafel 

fUr negatives Eadiusquadrat des ersten respective des zweiten 
Kreises folgen 

icx^ = r^' + r/, — 4ca;, = j\^ + r^\ 
und für negative Radienquadrate beider Kreise 

— 4ca;i3 = r^ — r,^. 
Für zwei reelle Kreise ist also die von der Mitte der Cen- 
trale ab nach dem Oentrum des kleineren Kreises hin ge- 
messene Äbscisse der Verbindungslinie ihrer Schnittpunkte 
im Endlichen die Höhe eines Rechtecks mit der doppelten 
Centrale als Basis, welches die Differenz der Quadrate der 
Radien zur Fläche hat; dieselbe ist für zwei imaginäre Kreise 
der vorigen entgegengesetzt gleich, fui zwei Kreise, von denen 
der eine reell und der andere imagmär ist, hat man die 
Summe der Quadiate der Radien als Flächeninhalt zu nehmen. 
Die Spur der Durchdiingungs ebenen m der Tafel wird also in 
allen Fällen durch eine einfache Coustruction gefunden; wir 
können sie immer als Potenzlinie der Spurkreise be- 
zeichnen, müssen aber den Fall von zwei reellen Spurkreisen 
von dem Falle zweier imaginären durch ihre Symmetriekreise 
vertretenen Spuren und den Fällen eines reellen und eines 
imaginären Spurkreiaes unterscheiden (Fig. 66). Die Potenz- 
linien des erstens und des zweitenFalles 5,3 in der eben gemachten 
Aufzählung respective sind zu einander symmetmch imVerhält- 
niss zur Mitte If der Centrale, ebenso die des dritten und vierten 
Sj und Sa- Wir können sie als die Potenzlinie schlechthin, nämlich 
die von zwei reellen Kreisen, als die Potenzlinie 1 resp. 2 und 
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die Potenzliüie 1 2 von einander unterscheiden, je nachdem 
der Kreis 1 oder der Kreis 2 oder beide Kreise mit negativem 
Radiusquadrat zu denken sind. Aus Art, 92 ist danu evident, 
dass die PotenzUnie 1 2 der Ort der Centra der Kreise ist, 
welche die beiden gegebenen imaginären Kreise orthogonal 
und die Symniet riebreise derselben, die wir zeichnen können, 
diametral schneiden, und dass die Gesammtheit derselben ein 
Büschel bildet, dessen Scheitelkreis der um den Fusspunkt 
der Potenzlinie in der Centrale beschriebene Kreis durch die 
Endpunkte der zur Centrale normalen Grundkreisdurchmesser 
ist; ebenso dass die Potenzlinie 1 der Ort der Centra der- 
jenigen Kreise ist, die den verzeichneten Kreis 1 diametral 
und den Kreis 2 orthogonal schneiden und welche ein Büschel 
bilden, welches den aus dem Fusspunkte der Centrale beschrie- 
benen Kreis dieser Art zum Sehe itelkr eise hat; und dass end- 
lich die Potenzliüie 2 der Ort der Centra der Kreise ist, die 
den Kreis 1 orthogonal und den gezeichneten Kreis 2 dia- 
metral durchschneiden, wie die gewöhnliche Potenzlinie der 
Ort der Centra der beiderseits orthogonal schneidenden Kreise 
oder der Kreise des eonjugirten vom Büschel der Grundkreise 
ist. Fig. 66 enthält von jedem dieser vier Büschel je einen 
Kreis und in punktirten Linien die zugehörigen Scheitelkreise. 
Man wird alle diese Büschel als die eonjugirten des 
Büschels der zugehörigen Grundkreise bezeichnen 
dürfen und hat dann in diesen Ergebnissen zugleich die Be- 
stimmung der Büschel von Kreisen durch Kreise mit nega- 
tiven E ad iusquad raten erhalten. Dass es hiernach auch 
zwischen Punkt und Kreis zwei Potenzlinien giebt, ist offen- 
bar, wie dass bie für gleiche Kreise paarweise und für zwei 
Punkte Kämmtlich zusammenfallen etc. Nach Art. 83 ist da- 
mit auch für zwei Kugeln die Gruppe der vier Potenzebenen 
nachgewiesen, die sie als Paar reeller, resp. nicht reeller 
Kugeln oder mit negativen Radienquadraten, und als eine 
reelle und eine nicht reelle Kugel mit einander bestimmen. 
Auch was von den durch die Kreise bestimmten eonjugirten 
Büscheln gesagt ist, überträgt sich unmittelbar. 

130. Es ist die nächste Consequenz des Vorigen, dass 
drei Kreise in der Tafel {Fig. G7) acht verschiedene 
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Poteiizcentra haben, in denen sich die Potenzlinien der- 
selben in Paaren zu je drei durchschneiden. Wie das ge- 
wohnliche Potenzcentrum der Mittelpunkt eines Kreises ist, 
der die drei gegebenen orthogonal schneidet, so kommen nun 
hinz« 2) als Schnittpunkt der Potenzlinien 1 2, 2 3, 3 1 der 
gleichnamigen Paare das Centrum S des Kreises, weicher die 
drei gegebenen Kreise diametral schneidet; 3) drei Potenzcentra 
Si, S^, Sg als Mittelpunkte von Kreisen, welche zwei der ge- 
gebenen Kreise orthogonal und den dritten diametral; und 
4) drei Potenzcentra Oy, 0^, 0^ als Mittelpunkte der Kreise, 
welche xwei der gegebenen diametral und den dritten ortho- 
gonal durchschneiden. Wenn das orthogonale Schneiden 
durch und das diametrale durch s bezeichnet wird und die 
Reihenfolge der Symbole der Ordnung der Kreise 1, 2, 3 ent- 
spricht, so sind diese Centra und Kreise als o oo\ s s s ; soo, 
OSO] 00 s und oss, s o s, s so von einander unterscheidbar, 
was gekürzt die obige Bezeichnung liefert. Nach den vorher 
begründeten Symmetrie Verhältnissen der vier Potenzlinien 
einea Kreispaares sieht man, dass diese acht Potenzcentra die 
Ecken von sechs Parallelogrammen sind (Fig. 67) oder die 
Figur derOrthogonalprojection einesParallelepipeda 
bilden, für das die halbirenden Senkrechten zu den Centralen 
den Mittelpunkt liefern. Und auch hier ist die räumliche 
Beziehung von besonderer Bedeutung. Denn wir fanden in 
Art. 101 für das gewöhnliche Potenzcentrum die beiden 
Sätze:, Es ist der Mittelpunkt des gleichseitigen 
Eotationshyperboloida mit Hauptebene in der Tafel, 
welches die durch die drei gegebenen Kreise darge- 
stellten Punkt ep aar e enthält; der aus ihm beschriebene alle 
drei orthogonal schneidende oder von allen diametral geschnit- 
tene Kreis ist der Kehlkreis respective Scheitelkreis desselben. 
Es ist aber auch (Art. 103) die Orthogonalprojection 
des Dnrchschnittspunktes der drei einfachen gleich- 
seitigen Rotationshyperboloide, welche die drei ge- 
gebenen zu ihren respectiven Kehlkreisen haben, und 
der zugehörige Kreis ist der Bildkreis derselben; wenn 
die drei Kreise sich gegenseitig reell schneiden, so ist das 
fragliche Hyperboloid ein zweifaches und der aus dem Potenz- 
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eentrum mit der kleinsten zugehörigen Halbsehne der Kreise 
als Radius beschriebene ist der Symmetriekreis seines imagi- 
nären Kehlkreises. Und man sieht nun, dass für die sieben 
anderen Potenzcei^tra und die zugeliorigon Poten?.- 
kreise die analogen Doppelsätze gelten müssen, deren 
Aufzählung wir uns jedoch ersparen wollen. In allen Fällen 
ist aber die Gültigkeit dieser Sätze von der gleichen Wichtig- 
keit; insbesondere enthalten sie die Bestimmung der Kreisnetze 
mit Hilfe imaginärer Kreise, die durch ihre SymmetrJekreise 
vertreten sind. Die Specialia, dass für zwei Kreise und einen 
Punkt vi er verschiedene und für einen Kreis und zwei Punkte 
zwei verschiedene Potenzcentra existiren, und die in den Fällen 
gleicher Kreise unter den gegebenen eintretenden Besonder- 
heiten erhalten hierdurch stereometrische Bedeutung. Für drei 
Kugeln finden wir demnach auch acht Potenzaxen (Art. 
114), je nachdem wir sie als reelle oder als theilweise resp. 
sämmtlich nicht reelle Kugeln zu betrachten haben, und die- 
selben sind als Orte der Centra von Kugeln mit analogen 
Unterscheidungen des orthogonalen oder diametralen Schnittes 
mit den gegebenen Kugeln charakterisirt , wie bei den 
Kreisen. Was die Beziehung derselben zu den berührenden 
Kreisen (Art. 122) resp. Kugeln (Art. 117) der drei ge- 
gebenen betrifft, so ist ereichtlich, dass ein Kreis und eine 
Kugel mit positivem Radiusquadrat nicht von solchen mit 
negativem Radiusquadrat berührt werden können, weil die 
Summe oder Differenz der Radien als einer reellen und einer 
rein imagmären Grösse nicht verschwinden kann. Wir werden 
daher nur bei den Problemen über den Winkel schnitt, aber 
nicht beim Apollonischen Problem die Zulassung nicht reeller 
Kreise unter den gegebenen anzunehmen haben, 

131. Indem wir auf den Anlass zu dieser Entwicklung 
in Art. 127 zurückblicken, können wir sagen, dass die ent- 
wickelte Construetion der Kreise, welche drei gegebene 
unter Winkeln von vorgeschriebenen Cosinuswerthen 
schneiden, auch dann noch unverändert gültig bleibt, 
wenn einer dieser Kreise oder mehrere von ihnen als 
imaginär oder mit negativem Radiusqnadrat, d. h. 
als Symmetriekreise zu betrachten sind — voraus- 
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gesetzt natarlieli, dass die Mittelpunkte der zuge- 
hörigen zweifaehenHyperboloide bekannt seien. Und 
für diese ist hier noch aufmerksam zu machen auf eine dieselbe 
erledigende Consequenz der Entwickeiungen in Art. 97 : Wenn 
man an den gewählten Durehmesser des Grundkreises im einen 
Endpunkte den Winkel « aus cotan a = cos e anträgt, so giebt die 
auf den zweiten Schenkel desselben gefällte Senkrecht« aus dem 
andern Endpunkte dieses Durchmessers (Pig. 68) im Schnitt 
mit dem zu ihm normalen Durchmesser des Gnmdkreises 
den Mittelpunkt C des gleichseitigen ßotationshyperboloids 
durch den Grundkreia als reellen Parallelkreis, und die im 
Scheitel von k selbst auf dem zweiten Schenkel errichtete Nor- 
male im Schnittpunkte mit dem normalen Durchmesser des 
Grundkreises den Mittelpunkt d des gleichseitigen und immer 
zweifachen ßotationshyperboloids, welches den Grnndkreis 
znm Symmetriekreise eines nicht reellen Parallelkreises hat. 
Die Centra C, d sind symmetrisch zur Ebene des Kreises 
P, Vi. In der Figur ist a> 45", also 6 ein reeller Winkel, 
den man aus cotan a =^ cos 6 für das einfache Hyperboloid 
P, (j in 6 und für das zweifache Hyperboloid P,, Cj in 6j 
construirt hat. Man hat damit dieselbe einfache Auf- 
lösung des allgemeinen Schnittwinkelproblems auch 
iw den Fällen gesichert, in welchen irgend welche 
reelle Cosinuswerthe der Schnittwinkel mit imagi- 
nären, also durch ihre Symmetriekreise vertretenen 
Grundkreiseu Torgeschrieben sind. Von der Erweite- 
rung derselben auf den Raum, d. h. von der Lösung des 
Problems: Zu vier Kugeln diejenigen Kugeln zu ermitteln, 
welche sie der Reihe nach unter zugeordneten vorgeschriebeneu 
Winkeln schneiden, werden wir weiterhin (Art. 164) kurz 
das Hauptsächlichste angeben, 

132. Fig. 69 (Tafel SI) giebt die vollständige ÄusfiUirimg 
einer solchen Gonstruction. Die gegebenen Kreise sind K^, 
Ejj*, Kg mit den Mittelpunkten 1,2,3, von denen dei ertte 
als Hauptpunkt C^ dient. Der erste soll von den zu bestim- 
menden Kreisen unter nicht reellen Winkeln 0^ geschnitten 
werden, deren Cosinus der Cotangente des eingezeirhneten 
Winkels «, gleich ist. Man hat — in punktirtin Lmifu — ikii 
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Winkel ß^ im eineu Endpunkte eines Durchmeasers von K^ 
an diesen angetragen und vom andern Endpunkte desselben 
die Normale zu seinem zweiten Schenkel gefallt; sie giebt 
in dem au ihm rechtwinkligen Durchmesser einen Punkt vom 
Spurkreise Ki „ des Asymptoteukegels des zweifachen Hyper- 
boloids, dessen Punkte durch die Kreise unter k^ zu K^ ab- 
gebildet werden. Dieser Spurkreis ist als Distanzkreis ge- 
wählt, oder der Mittelpunkt dieses Hyperboloids als Projec- 
tionsceutrum gedacht. Der zweite Kreis K^' ist Stellvertreter 
eines imaginären Kreises, was der Index i anzeigen soll; der 
Cosinus des verlangten Schnitt wink eis ist als die Einheit 
übersteigend gedacht und als cotan a^ gegeben; an einem 
Durchmesser von K^' ist im Endpunkte a^ angetragen und 
ebenda die Normale des zweiten Schenkels gezeichnet, die 
den dazu rechtwinkligen Durchmesser iu einem Punkte des 
Spvu-kreisea Ka^ des Asymptotenkegels von demjenigen zwei- 
fachen Hyperboloid schneidet, das der Ort -der bezüglichen 
Punkte ist. Der Kreis Kg endlich soll unter dem reellen 
Winkel u^ geschnitten werden, und liefert dadurch, wie schon 
in Art. 126 und Fig. 65, den Spurkreis Ksa für den Äaymp- 
totenkegel des entsprechenden Hyperboloids; auch die Be- 
stimmung von «3 ist hinzugefügt. (Für den Rest der Con- 
struction sind p unk tirte Linien nicht verwendet.) Die gesuchten 
Kreise sind die Bildkreise der acht Punkte, in denen sich die 
bezeichneten Hyperboloide durchdringen. Die Figur enthält 
die vollständige Construction desjenigen Paares derselben, 
welches die äussere Ähnlichkeitsaxe s" der drei Kreise Ki„, 
Käu, Ksn und ihr Pol Q' im gemeinsamen Fluchtkreise Kia 
oder D und C liefert; man hat zu diesem als Fluchtpunkt 
mit dem Potenzcentrum S der Kreise K^, K^', Kg oder dem 
Schnittpunkte ihrer Potenzlinien in Paaren als Durchstoss- 
punkt die Schnittpunkte der Geraden SQ' mit einem der 
Hyperboloide zu bestimmen und ihre Bildkreise zu zeichnen. 
Wir wählen das Hyperboloid mit C als Mittelpunkt. Die 
Normalebene zur Tafel durch die Gerade Q'S hat die Flucht- 
linie C^Q' und die Parallele durch S oder die Normale g^ zur 
Ähnlichkeitsaxe aus dem Potenzcentrum zur Spnr, und in 
dieser liegen die Centra der gesuchten beiden Kreise. Das 
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zugehörige CollineatioHscentrum S in Kia oder D giebt durch 
die von S ausgehende Parallele zu ®Q' die ümlegung (g) 
der Geraden SQ' oder g in die Tafel. Die von der Normal- 
ebene gg^ aus dem Hyperboloid geschnittene Hyperbel wird 
mit ihr in die Tafel umgelegt; die eine ihrer Axen ist das 
Perpendikel vom Hauptpunkte C, auf g^ oder die Parallele zur 
l.hnlichkeitsaxe s, der Mittelpunkt (0) liegt in dem der Distanz 
gleichen Abstände von g, in ihr und liefert die andere Axe 
{0)F] das Perpendikel DF von D auf dieselbe giebt durch 
den aus i^ mit FD als Radius beschriebenen Kreis in C^{0) 
die beiden Scheitel (M) und (M*) der besagten Hyperbel, 
Nach Art. 63 finden wir nun ihre Schnitte mit (g), indem 
wir den Schnitt (S) von (g) mit der Axe (0)F als Durch- 
stosapunkt und den im Abstände (M){0) von (0)F in (g) ge- 
legenen Punkt {R) mit dem Fusspunkte der Normale {B,) als 
Yeracbwindungspunkt benutzen; wir ziehen durch (iJ,) die 
Parallele zu {0){M) und markiren ihre Schnittpunkte mit dem 
um {M) durch (0) beschriebenen Kreise, um ihre Eadien bis 
zur Nebenaxe (0)F(Ii^ der Hyperbel zu verlängern und in 
den dort zu dieser errichteten Senkrechten die Schnittpunkte 
(P^) und (P^) von (^) mit der Hyperbel zu erhalten; dieselben 
Perpendikel gehen in g^ auch die Centra P^^ und Fj^ der ge- 
suchten Kreise Kn, Ks,, die nun mit den Radien P^' (P^) 
reap. P^^ (P^) zu beschreiben sind. Dieselben haben die Äbn- 
lichkeitsaxe s zu ihrer Potenzlinie und, um nur die bequemste 
Probe zu erwähnen, sie schneiden nothwendig den Kreis K^ 
so, dass ihre Tangenten in den Sebuittpunliten zugleich Tan- 
genten des Kreises K^g sind. Auch gehört (vgl. Art, 128) 
der Potenzkreis (O, Fig. 69) der drei gegebenen Kreise mit 
den Kreisen Kj", Kg' zu dem Büschel von der PotenzUnie s. 
133. Nach erfolgter Lösung der Hauptprobleme wird 
es am Platze sein, die zweifach und einfach unendlichen Systeme 
von Kreisen, welche wir kennen gelernt haben, mit einander 
zu vergleichen, um über den wesentlichen Unterschied Klar- 
heit zu verbreiten, welcher zwischen den dem schiefwinkligen 
Schnitt entsprechenden und den übrigen existirt. Die Be- 
sprechung der drei Fundamentalaufgaben, Kreise der ein- 
fach unendlichen Systeme zu finden, welche einen Punkt eut- 
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halten, oder eine Gerade, resp. einen Kveis berühren, führt dazu. 
Wir wissen, dass von einer linearen Reihe zwei Kreise durch 
einen Punkt gehen (Art. 34), dasa einer eine Gerade berührt 
(Art. 31) und vier Kreise derselben einen Kreis (Art. 35) — wir 
wollen die lineare Eeihe hiernach ala durch die Zahlen (2, 
1, 4) eharalcterisirt bezeichnen. Vergleichen wir damit das 
Büschel, so erhalten wir einen Kreis des Büschels durch 
einen Punkt, zwei Kreise desselben an eine Gerade und wieder- 
um zwei an einen Kreis, also in, demselben Sinne die Charakter- 
zahleu (1, 2, 2). Denken wir das System der Kreise, welche 
einen gegebenen Kreis unter dem c ons tan t en Winke !ö 
schneiden und ihre Centra in einem seiner Durehmesser 
haben, ao gehen durch einen Punkt zwei derselben, an eine 
Gerade und an einen Kreis berührend aber deren vier; denn 
die gleichseitige Hyperbel mit einer zur Tafel parallelen und 
einer zur Tafel normalen Axe, welche das System darstellt, 
wird von dem zur Tafel symmetrischen gleichseitige u Rota- 
tionskegel in zwei im Endlichen gelegeneu Punkten, von dem 
zur Tafel symmetrischen Ebenenpaar, weil dasselbe mit ihrer 
Ebene zwei zur Tafel symmetrische aber nicht unter 45** ge- 
neigte Schnittlinien erzeugt, in zwei Paaren, also in vier Punkten 
geschnitten, und die beiden in Beziehung zur Tafel zu ein- 
ander symmetiisehen gleichseitigen Rotationskegel über dem 
zu berührenden Ifreise liefern als aolchen Schnitt zwei zu ein- 
ander symmetrische gleichseitige Hyperbeln, die mit der des 
Syatems ebenfalla zwei Paare von Schnittpunkten in endlicher 
Entfernung hervorbringen; die charakteristischen Zahlen des 
letzten Systems sind also (2, 4, 4) oder doppelt so gross 
als die des Büachela. Denken wir noch die Kreise der 
Systeme bestimmt, die ihren Mittelpunkt in einem gegebenen 
Punkte der Centrale haben, so erhalten wir für die excontrische 
Hyperbel deren zwei, für die des Büschels und für die lineare 
Reihe nur je einen Kreis; ebenso werden Kreise, die einen 
gegebenen unter vorgeschriebenen Winkeln schneiden, in der 
linearen Reihe vier und im Büschel zwei, in dem excentr lachen 
Büschel des Systems von bestimmtem Schtiittwinkel mit einem 
andern Kreise und aus einem bestimmten Durchmesser des- 
selben aber vier Kreise liefern. Man sieht, dass die Zahlen 
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der Kreise bei dem System des constanten SchnittwinkelB 
durchweg doppelt so gross sind als beim Büschel ^ so wie 
das räumliche Abbild des ersten Systems aus zwei gleich- 
seitigen Hyperbeln und das des letzten aus einer solchen 
besteht. Wir bemerken auch, das von den Zahlen der 
linearen Reihe die für Kreise tlnreh einen Punkt, an einen 
Kreis und unter gegebenem Winkel zu einem Kreise mit den 
entsprechenden Zahlen des excentrischen Büschels überein- 
stimmen, iudess nur eine, die Zahl der Kreise von gegebenem 
Centnimj mit der entsprechenden des Büschels zusammentrifft; 
wir wissen ja, dass lineare Reihen und planare Systeme im all- 
gemeinen speciellere Formen excentriseher hyperbolischer und 
hyperboloidischer Systeme sind — nämlich die letztgenannten 
solche mit unendlich grossem Grundkreise — und nur für den 
Fall der Neigung von 45" von Büscheln und Netzen — nur 
bei der Bedingung der Berührung mit der Geraden uut«r den 
drei Fundamental- Aufgaben ist der Unterschied durch Specia- 
lisirung wirksam. Man hat das Büschel ein System erster 
Stufe und ersten Grades oder ein lineares System von 
einfach unendlicher Mächtigkeit genannt und kann dem gegen- 
über das excentrische Büschel als ein System erster 
Stufe und zweiten Grades oder als ein quadratisches 
System erster Stufe bezeichnen. 

Natürlich erscheinen dieselben Unterscheidungen wieder 
bei den zweifach unendlichen oder den Systemen zweiter 
Stufe; durch zwei Punkte gehen zwei Kreise des planaren 
Systems und des Systems der Kreise unter vorgescliriebenem 
Winkel zu einem lü-eise, aber nur ein Kreis des Netzes; mit 
einem gegebenen Mittelpunkte haben wir im planaren System 
und im Netz einen Kreis, im excentrischen Netz — wenn wir 
das Schnittwinkel System so nennen — zwei Kreise; zwei Kreise 
Verden von vier Kreisen des planaren Systems und des ex- 
centrischen Netzes, aber nur von zwei Kreisen des Büschels be- 
rührt. Durch einen Punkt gehen von einem Netz die Kreise eines 
Büschels, d. h. eines linearen Systems erster Stufe; von einem 
excentrischen Netz-die Bildkreise der Punkte eüies Kegelschnitts, 
dessen Ebene schief liegt zur Tafel, d. h. wenn man will die 
Kreise eines Systems erster Stufe und zweiten Grades. 
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Und analoge Unterschiede bieten aiicli dieKugelaysteme 
dar; die Zahlen der linearen Kreisreihe tur Punkt, Lemh 
rende Gerade und berührenden Kieii bleiben oftenbar füi die 
lineare Kugelreibe des Art. IIb m Bezug auf Punkt, Ebene 
nnd Kugel — weil die Ebene diiioh die Centialo da Reihe 
resp. nach dem Punkte, normal äui Ebene und naub dem 
Oentrum der Kugel eine lineare Kieisreihe und lesp den Punkt, 
eine Gerade und einen Kreis ausschneidet, die die Losungen 
der Aufgaben liefern. Ebenso odei analog fui das Büschel 
Aber für das System der Kugebi, die eme gegebene Kug"! 
unter vorgeschriebenem Winkel scbneidi^n, haben wii als &e- 
sammtheit derer, die ihre Centia m einem bestimmten Durch- 
messer der gegebenen Kugel haben, zwei excentrisehe Büschel 
und für jedes derselben die vorige Zahl von Lösungen, also 
in Allem die doppelte. Wenn also Netze und Büschel von 
Kugeln als lineare G-ebilde dritter und erster Stufe 
bezeichnet werden, so ist es zulässig die Systeme von glei- 
chem Schnittwinkel und die excentrischen Büschel 
als Gebilde zweiten Grades von diesen Stufen zu be- 
zeichnen; und dem zweifach unendlichen linearen Gebilde aus 
Kugeln, dem Bündel des Art. 114 wird das zweifach unend- 
liche Gebilde zweiten Grades aus Kugeln gegenüberstehen als 
die Gesammtheit der Kugeln, welche zwei gegebene unter 
gegebenen Winkeln schneiden. Aber erst nach der längst in 
Aussicht genommenen Untersuchung der Kegelschnitte wer- 
den diese quadratischen Systeme besser zugänglich sein, wemi 
auch die Analogie schon jetzt die Lösung des allgemeinsten 
bezüglichen Problems gestattete. 

IV. Die Theorie der Kegels olinitte im Zusammenhange 
mit der der Kreis- und Kngelsysteme. 
134. Wir wenden uns hiernach zur Entwickelung der- 
jenigen allgemeinen Theorie der Kegelschnitte, welche 
mit den Auflösungen aller dieser Probleme in Verbindung 
steht. In unseren Oonetructionen erscheinen Kegelschnitte 
als Querschnitte von gleichseitigen Rotationskegeln und gleich- 
seitigen Rotatiotishypcrboloiden mit zur Tafel normaler Axe 
mit Ebenen, sodann als Durchdringungen von zwei solchen 
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Kegeln oder von Kegel und Hyperboloid oder endlich von 
zwei Hyperboloiden; denn auch in den drei letzten Fällen 
entstehen Kegelschnitte, weil diese Flüchen in Paaren 
immer denselben unendlich fernen Querschnitt besitzen. 

Wir wollen die nähere Untersuchung dieser Fälle ihrer 
Erzeugung mit dem speciellen Falle der Parabel beginnen, 
wo dieselbe als Querschnitt eines gleichseitigen Rotations- 
kegels mit zur Tafel normaler Äxe mit einer Ebene ent- 
steht, die zur Tafel unter 45** geneigt ist. In diesem Falle 
ist eine Mantellinie des Kegels und zugleich die zugehörige 
Tangentialebene zur Schnittebene parallel und der Querschnitt 
hat daher einen unendlich fernen Punkt und in demselben 
die unendlich ferne Gerade zur Tangente, ist also eine Parabel. 
Der Kegel wird als projicirend, Spur und Fluchtlinie 
also im Distanzkreise, und die Ebene als durch ihre Spur s 
bestimmt gedacht, so dass die FluehtÜnie derselben die eine 
oder die andere der zwei zu dieser Spur parallelen Tangenten 
äi'i 2b' "^es Distanzkreises sein muss. Wir wollen die der 
ersten Ebene angehörige Schnittparabel als die Parabel 1 und 
die der zweiten angehörige als die Parabel 2 und auch die 
Ortho gonalprojectionen ihrer resp. Punkte und Tangenten 
und die Bildkreise der ersten auf die Tafel durch die Bei- 
fügung der Indices 1 resp. 2 am Buchstaben unterscheiden. 
Wir ziehen den zu s normalen Distanzkreisdurchmesser (Fig. 70) 
und erhalten in seinen Endpunkten die Central projectionen 
A^ und A^ der Scheitel beider Parabeln, sowie zusammen- 
fallend mit den entsprechenden Distanzla'eistangenten g/ und q^ 
die der zugehörigen Tangenten; dieselben sind der Tafel parallel 
und ihre Ortho gonalprojectionen auf dieselbe werden daher am 
besten durch die Umlegung der zu s normalen projicirenden 
Ebene erhalten, die die Scheitel enthält; der eine Endpunkt 
des zur Spur s parallelen Distänzkreisdurchmessers ist das 
jte Centrum ®, die Geraden ^A^ und ^A^ sind die 
jten Mantellinien des Kegels in ihr und die Parallelen 
zu ihnen durch den Schnittpunkt S der Spur mit dem zu ihr 
normalen Distanzkreisdurchmesser die ümlegungen ihrer Durch- 
schnittslinien mit den beiden Schnittebenen; man erhält also in 
den Schnitten mit jenen Mautellinien die Umlegui^en {Ä^, (Ä^ 
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der Scheitel und damit durcli die Perpendikel auf C'iS die Ortlio- 
gonalprojectioneii A^^ (in der Figur unterdrückt), .^j* derSclieitel 
HuditirerTaHgentenauf die Tafel, IlireBi]dkreiseliabenjene,also 
die Punkte ^^' resp. ^j^ zu Mittelpunkteu und berühren in 8 die 
SpurSfWeilJ.^^ (^2) ='-^i^'S'!'"ß3p--^iX-^i)==-^i''S ihre Radien sind. 
135. Für irgend einen Punkt P des einen oder des 
andern Querschnittes ist P' (Fig. 70) ein Punkt des Distanz- 
kreises, die Oentralprojection und die zugehörige Tangente t' 
die Centralprojeetion seiner Tangente, für den Querschnitt 1 
mit dem Fluchtpunkte in gj' also öi'i für den Querschnitt 2 
mit dem Fluchtpunkte in g^' also Q^'i ^^ beide mit dem Durch- 
atosspunkte in St in der Spur s. Man erhält also die Ortho- 
gonalprojectionen t^^ und t^^ dieser Tangenten auf die Tafel 
und damit auch die Orthogonalprojectionen ihrer Berührungs- 
punkte Tj'- und Pj^, indem man durch Si zu den beiden 
Strahlen CiQi und C1Q2' ^i^ Parallelen zieht. Die um Pj* 
resp. Pj^ durch P' beschriebenen Kreise sind die Bildkreise 
beider Punkte im System des einen mid des andern Quer- 
schnittes; in den Fusspmikten der Senkrechten von P^^ and 
Pj^ auf s berühren sie diese Gerade. 

Die Construction lehrt, dass i Q( C^ Q^' als Hälfte des 
gestreckten Winkels A^' C^ A^ nach Art 45 ein rechter Winkel 
ist, dass also die Tangenten der Orthogonalprojectionen beider 
Paiabelu in Punkten, die dasselbe perspectivische Bild haben, 
und die sich daher in der gemeinsamen Spur ihrer Ebenen 
begegnen, zu einander rechtwinklig sind. Wenn insbesondere 
diese Spur den Distanzkreis reell sehneidet, so schneiden sich 
auch die Orthogonalprojectionen beider Parabeln in denselben 
Punkten rechtwinklig, d. h, sie haben in diesen Punkten zu 
einander rechtwinklige Tangenten, 

Diese Punkte haben Bildkreise vom Radius Null. Ho 
erscheint die Parabel als Ort der Centi-a von Kreisen, die 
einen festen Kreis und eine feste Gerade zugleich berühren; 
und man erhält die, beiden Parabeln der vorigen Construction 
aus demselben Kreise und derselben Geraden, je nachdem bei 
einer bestimmten Art der Berührung mit dem Kreise die ge- 
rade Linie auf der einen oder auf der andern Seite des be- 
weglichen sie auch beröhrenden Kreises liegt, oder umgekehrt. 
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Es ist klar, (!ass der eine Ahnlichkeitsjmnkt für irgend /.wei der 
Bildkreise von Parabelpunkten in der Spur s der Ebene liegt, die 
für beide eine gemeinaame Tangente ist; insbesondere für die 
Punkte in einer zur Parabelaxe parallelen also zu s normalen 
Sehne im gemeinsamen Beröbrungspunkt mit s und für diePunkte 
in einer zur Parabelaxe normalen Sebne in unendlicher Feme. 
Die Constante cotan a ist für alle Bildkreise gleich Eins. 

136. Denken wir den TCegel und das Paar der Schnitt- 
ebenen im Räume festgehalten mid die Tafelebene in der 
Weise parallel sich selbst verschoben, dass die Nor- 
malen CO, und PPj sie stets in denselben Punkten schnei- 
den, so bleiben die Orthogonalprojectionen aller Punkte und 
Tangenten der Querschnitte in ihi' unverändert; der Radius 
des Distanzkreises nimmt um den Betrag der Verschiebung 
ab oder zu, jenachdem die Verschiebung gegen das Centruni 
hin oder von demselben weg erfolgt; um denselben Betrag 
nehmen auch die Radien der Bildkreise aller der Punkte der 
Querschnitte ab oder an, die mit dem Centrum auf derselben 
Seite der Tafel liegen; und um ihii nehmen umgekehrt die 
Badien der Bildkreise zu oder ab, deren Originalpunkte sich 
auf der entgegengesetzten Seite der Tafel befinden; die Null- 
kreise von vorher verwandeln sich in Kreise, deren Radius 
der Verschiebung gleich ist. Um denselben Betrag der Ver- 
schiebung nähert sich oder entfernt sich die Fluchtlinie ijj' 
resp. q^ ^^^ Hauptpunkte Ci, wenn die Verschiebung gegen 
das Ceutriim hin oder von demselben weg erfolgt; und die 
Spur s bewegt sieh stets in gleichem Sinne mit der Flucht- 
linie, da beide durch die Tafel aus zwei parallelen Ebenen 
ausgeschnitten werden; damit ist zugleich ihr Auseinander- 
gehen in zwei um den doppelten Betrag der Verschiebung 
von einander entfernten Geraden Sj und s^ angezeigt. 

Die Anwendung der vorigen Construction auf den neuen 
Distanzkreis und die Punkte und Tangenten P' und t' des- 
selben mit den neuen Fluchtlinien q^', q^ und den neuen 
Spuren s^ und Sj liefert die alten Punkte P^' und P/ mit 
den alten Tangenten t^^ und t^, aber den die neue Spur resp, 
imd den neuen DistauKkreis berührenden neuen Bildkreisen. 
Verschiebt mim in dieser Weise die Tafel bis nach den 



y Google 



186 IV, KcKcUchnittc, Kreis- und Kugfl-Sjstemü, läl. 

Ceiitriim C selbst; so wird der Distanalfreis zum l'iiiikte C'i, 
die Spuren der parabolischen Schnittebenen werden identisch 
mit den Verscbwindungslinien r^ und r^ der Anfangslage 
(Fig. 70) und die Fluchtlinien beider fallen in SCj zusammen. 
Irgend ein Sti'alil aus C^ wie C^P' liefert als zugehörige 
Distanzkreistangente den zu ihm rechtwinkligen aus C-, und 
der Umstand, dass die entsprechenden Tangenten der Ortlio- 
gonalprojectionen unserer Parabeln sieh in der ursprünglichen 
Spur, der Mittellinie zwischen den jetzigen Spuren Sj und s^, recht- 
winklig schneiden, würde zu ihrer Bestimmung genügen und 
damit ku der von jPi und P^. Die zugehörigen Bildkreise 
gehen nun durch' C^ und berfthren für die eine Parabel die 
Gerade s„ für die andere s^i d. li. es tritt die gewöhnliche 
Definition der Parabel hervor als Ort eines Punktes, der 
von einem festen Punkte und einer festen Geraden 
gleiche Entfernungen hat; die Durchdringung eines zur 
Tafel symmetrischen gleichseitigen Rotationskegels mit einer 
zu ihr unter 45" geneigten Ebene ist der directe Ausdruck 
dieser Eigenschaft, 

Man nennt die Spitze des Kegels den Brennpunkt und 
die feste Gerade die Directrix der Parabel. Man sieht, 
die beiden in unserer Constrnetion gleichzeitig entstandenen 
Parabeln haben den Brennpunkt und die Axe, die Halbirende 
der zu ihr rechtwinkligen Sehnen und den Schnittort der zu- 
gehörigen Taugentenpaare gemein; sie werden deshalb con- 
focal genannt. 

137. Verbindet man den Brennpunkt mit einem Punkte 
der Directrix und verzeichnet man die senkrechte Halbirungs- 
linie ihrer Distanz, so ist ihr Schnittpunkt mit dem in jenem 
Punkte der Directrix auf ihr errichteten Perpendikel ein Punkt 
und die erwähnte senkrecht Halbirende selbst die zugehörige 
Tangente der Parabel (Fig. 70), der Strahl nach dem Brenn- 
punkte ist die Projeetion der Mantellinie des Kegels und das Per- 
pendikel zur Directrix diePaltlinie der schneidenden 45** Ebene, 
die vom Punkte des Schnittes ausgehen; und da beide Ge- 
rade unter 45" zur Tafel gehen, so sind ihre Orthogonalpro- 
jectionen auf diese gleichlang, wie auch sie selbst. "Weil der 
Radius des Berührungepunktes P' rechtwinklig ist zum Parallel- 
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atrahltlerKreistangente, sofolgtaiichjdasis das zwischen dem 
Bei'iiliriingspunktePi'undderDivectrixSj (ebenso für P;^^ 
uüd Sa) gel egene S t Üclc de r Parabel tangente vomBrenu- 
punkte gesellen unter rechtem Winkel erseheint, etc. 
Allgemeiner aber überträgt sieh die Eigenschaft des 
Kreises, dass die Reihen, welche die Schnittpunkte einer be- 
wegliehen Tangente auf zwei festen Tangenten desselben Kreises 
bilden, durch gleiche Büschel mit dem Gentrum verbunden 
werden oder dass sie (Art, 45) unter einander projectiviscli 
sind, auf die Parabel mit der Besonderheit, dass die besagten 
Reihen ähnliclie oder proportionale statt allgemein pi-ojecti- 
vische sind, weil ihre unendlich fernen Punkte einander ent- 
sprechen nach der Berührung der Parabel mit der unendlich 
fernen Geraden, Wird als andere feste Tangente insbeson- 
dere die Seheiteltangente der Parabel genommen, die der zu 
2^' resp. g^' parallelen zweiten Kreistangente entspricht, so 
erkennen wir, dass die Reihe der Kichtungen der Parabel- 
taiigenten mit der Reihe ihrer Schnittpunkte in jeder insbe- 
sondere der Seheiteltangente projectiviscli ist, was für die letzte 
den speciellen Ausdruck annimmt: Die Seheiteltangente 
der Parabel ist der Ort der Pusspunkte der Perpen- 
dikel, welche man vom Brennpunkte auf die Tan- 
genten fällt. 

Wir stellen dazu den andern schon oben berfthrten Satz; 
Die Directrix ist der Ort der Schnittpunkte recht- 
winkliger Tangentenpaare der Parabel (Fig. 70, siehe 
Pi^*, Pi^ und P,^. Die Paiubei als Schnitt und als Durch- 
dringung gleichseitiger Rotationshyperboloide besprechen wir 
besser nach der Betrachtung des elliptischen und liyperboli- 
sehen Querschnittes. 

138. Weim der Neigungswinkel der Schnittebene gegen 
die Tafel kleiner oder grösser ist als 45", so entsteht als Quer- 
schnitt eine Ellipse resp. Hyperbel, weil nur im zweiten 
Falle die durch den Mittelpunkt gehende d. h. die projieirende 
Parallelebene den Kegel in zwei reellen Mantellinien schneidet, 
welche als zur Schnittebene parallel reelle unendlich ferne 
Punkte der Querschnittscurve hervorbringen. Die Centra P, 
der Bildkreise ihrer Punkte bilden also auch eine Ellipse resp. 
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Hyperbel und im letzten Falle gehen zwei der Bildkreiso alw 
von uuendlicli grossen Radien in gerade Linien über. 

Betrachten wir zuerst den Fall des hyperbolischen 
Querschnittes, in ■welchem die Fluchtlinie der Sehnittebene 
den Distanzkreis sehneidet — in den Punkten 0"*^',' JJ'-^^ mit 
den Tangenten m/, %' (Fig. 71), Für den Punkt P' und 
die zugehörige Tangente t' des Distanzlo-eises als eentralpro- 
jectivisches Bild eines Punktes und seiner Tangente im Quer- 
schnitt mit dem Fluchtpunkte (ff und dem Durchstosspunkte 8t 
in q und in s reapective erhalten wir auf dem Strahl OjP' mit 
dem Fluchtpunkte Cj als dem von P ausgehenden Perpendikel 
zur Tafel den Durchstosspunkt P^ in der Parallelen durch St zu 
C^^\ diese Parallele ist zugleich die zugehörige Tangente t^ 
an den Ort der Oentra der Bildkreise. Ist insbesondere P" 
in P'^'', so giebt die zugehörige Tangente it^ den Durch- 
stosspunkt und durch C^ PW die Richtung der einen Asym- 
ptote %^ ~- denn der Berührungspunkt mit dem Ort der 
Centra als auf C-^ü^'^' gelegen ist unendlich fern; ebenso für 
die andere Asymptote ii{^. Die Construction zeigt den Ort 
der P-i als die centrisch coUineare Figur zum Distanz- 
kreise fUr den Hauptpunkt Cj als Oentrum der Collinea- 
tion, die Spur s als Collineationaaxe und die Fluchtlinie q 
als Gegenaxe derselben wie in Art. 81. Der Bildkreis des 
Punktes Pist der um P, durch P" be schriebe ne Kreis; für die 
unendlich fernen Punkte P^'^' und Cjl^l sind die Büdkreise die 
in Z7*^'', t7'*'' au den Distanzkreis gezogenen Tangenten u^', 
ik^' selbst. Ihr Durchschnittspuukt M' ist das perspeetivische 
Bild vom Halbirungspunkte M der Hanptaxe AB des Quer- 
schnittes, wie aus der Ümlegung mit der projicirenden Normal- 
ebene zur Spur s in E, (^Ä), (£} und (M) bestätigt wird, und 
vom Mittelpunkte der Querschnittscurve, d, h. dem Halbiiiings- 
punkie aller durch ihn hindurchgehenden Sehnen; denn M' 
ist der Pol der Fluchtlinie q im Distanzlireise, d. h. för jede 
durch M' gehende Sehne JV'P' des Distanzkreises liegt der zu 
IT conjugirt harmonische Punkt in Bezug auf N', P' in der 
Fluchtlinie g'; in der CoUinearfigur selbst und ihrer Orthogonal- 
projection auf die Tafel sind daher auf der entsprechenden 
durch Pj, Ni gehenden Sehne der unendlich ferne Punkt und 
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jlfi harmonisch coiijugirt in Bezug auf P^, N^, d, h. (Art. 6) 
M^ ist die Mitte der von ilineo begrenzten Strecke. Die dureli 
den Mittelpunkt gehenden Sehnen heissen Durchmesser des 
Kegelschnitts; die Paare -von conjugirten unter ihnen ent^ 
sprechen Strahlenpaaren durch M', von denen jeder durch den 
Pol des andern im Diatanzkreise geht; jeder von ihnen ist der 
Ort der Halbirungspunkte der Sehnen, die dem andern parallel 
sind. Dem Diatanzkreisdurchmeaser von M' und dem zu ihm 
rechtwinkligen Strahl durch M' entsprechen die beiden Äxen des 
Kegelschnitts, als die rechtwinklig conjugirten Strahlen; die 
Asymptoten sind wie die Mj'jMa'selbstdie sich selbst conjugirten 
Durchmesaer; von je zwei conjugirten Durchmeasern 
der Hyperbel schneidet sie der eine reell, der andere 
nicht; die Tangenton in den Endpunkten des ersten sind parallel 
dem zweiten, da der Pol einer Sehne durch M' stets auf q liegt. 
139. Die Bildkreise der Funkte des Querschnittes be- 
rühren sänimtlich den Distanzkreis und für je zwei von ihnen 
liegt einer ihrer Ähnlichkeitspunkte in der Spur s, weil sie 
zu dem planaren System sq gehören; sie schneiden des- 
halb auch die Spur s desselben unter einem constanten 
Winkel 6, der reell ist, weil für cos e = cotan « wegen «>45'* 
ein Werth kleiner als Eius erhalten wird. Da die Tangeuten 
des Distanzkreises in t/l^'' und ?7<^*' zu den Bildkreisen des 
Querschnitts gehören, so ist u dem von ilmen mit s gebildeten 
Winkel gleich. In der That ist (Fig. 71) 

cos M C, um = -^^ = ^x_, = c:t = ^^'^'^ "" 

und für P^ als den Fusspunkt der von P und von Pj auf s 
gerällten Perpendik'el also auch 

— ^1 ^0. 

Für 6 = 45" erhält man aus cos e = cotan « = y^ 
L M' G^ ü"y = L M'C^ Jß^y = 45" und somit als Schnitt 
eine Hyperbel mit rechtwinkligen Asymptoten, d, h, eine 
gleichseitige Hyperbeh Die Bildkreise ihrer Punkte 
schneiden die Spur ihrer Ebene unter Winkeln von 45". 

Denken wir wieder die Bildebene parallel sich selbst 
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SO Terschoben, dass die Ceufcra aller Bildkreise in ihr ua- 
yerändert bleiben — beispielsweise gegen das Centrara hin 
— so vermindert sich der Radius des Distanzkreises ura den 
Betrag d^ der Verscliiebung, die Pluchtlinie q nähert sich dem 
Hauptpunkte C^ um d^ eotan a, während sich zugleich die Spar 
um denselben Betrag entfernt. Die vor besprochenen Relatio- 
nen dauern unverändert fort; 

P, P, + d„ cotan « , 

- -p-p;qr^„— = ^«*^"« 
fordert wegen P, P^ -f ä^ cotan k = P'P, cotan a -\- c?„ eotan « 
nur, dass anch 

P, P„ 

P- P, 



- = eotan a 



Verschiebt man in dieser Weise die Bildebene bis 
zum Centrum, so dass der neue Distanzkreis der Punkt C, ist, 
so geht q durch diesen und s ist um den gleichen Betrag 
d cotan a im gleichen Sinne nach Sj verschoben ; der Radius 
des Bildkreises von PistPjC^ oder um den Betrag der Distanz 
d gewachsen, der Abstand seines Mittelpunktes von der Spur s^ 
ist PiP^-\-d cotau « imd das Yerhältniss des letzten zum ersten 
ist nach wie vor gleich cotan a. Die Hyperbel ist also 
der Ort eines Punktes Pj, dessen Abstandsverhält- 
niss von einer festen Geraden s^ oder t\ (Fig. 71) und 
von einem festen Punkte Cj gleich einer eonstanten 
Zahl cotan a ist und zwar, da a ein Winkel ist, der 45" 
übersteigt, gleich einer Zahl kleiner als Eins, Man nennt 
den festen Punkt Cj den Brennpunkt und die feste Gerade s, 
die zugehörige Directrix der Hyperbel und pflegt das für 
alle Hyperbelpunkte constanto Verhältniss des Äbstandes vom 
Brennpunlrte zum Abstand von der Directrix, d. h. den reei- 
proken Werth von cotan k, also tan k, als die numerische 
Excentricität der Hyperbel zu bezeichnen; dieselbe ist also 
grösser als Eins; bei der gleichseitigen Hyperbel insbesondere 
gleich y2 . Bei der Parabel war dasselbe Verhältniss der 
Einheit gleich. 

140. Wenn endlich a < 45'* und der Schnitt daher eine 
Ellipse, d. h. ein Kegelsclmit ohne reelle unendhch ferni' 
Punkte ist, so ändert sich an den vorher erörterten Verhält- 
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niesen nur wenig. Die Fluchtlinie g' (Fig. 72, Taf. XII) schnei- 
det den Üistanzliveis nicht in reellen Panlcten, ihr Pol M" m 
Bezug auf ihn liegt in seinem Innern auf A' B', sodass jede 
durch ihn gehende Sehne den Kreis in reellen Punkten JV', P' 
schneidet und somit einen reell begrenzten im Mittelpunkte M^ 
halbirten Durchmesser A\Pi der Ellipse liefert mit Tangenten 
in seinen Endpunkten, welche dem conjugirten Durchmesser 
parallel sind. Die zu g' parallele Sehne des Kreises durch M' 
liefert, weil die Tangeuten des Distanzkreises in ihren End- 
punkten sich in H', dem Punkte von q auf der Hauptase AB' 
oder A^B^, schneiden, die Punkte der Ellipse mit zur Hauptase 
parallelen Tangenten oder die Endpunkte ihrer Nebenaxe, 
Die Bildkreise aller Punkte berühren den Distanzkreis 
und haben paarweie je einen Ähnlichkeitspunkt in der Spur s 
des planaren Systems; sie schneiden diese Spur unter 
Constanten nicht reellen Winkeln ö mit cos ö = eotan « 
^ J, p , grösser als Eins, Bei der Yorher geschilderten Paral- 
lel Verschiebung der Tafel geht mit dem Betrag d, wo sie durch 
die Kegelspitze geht, die Spur s in Sj oder die Gegenaxe r^ 
des ursprünglichen Collineationssystems über; die Ellipse er- 
scheint als Ort eines Punktes, für den der Abstand von 
der Directrix s, zu dem Abstand vom Brennpunkte C^ 
in dem constanten Verhältnisse cotan a steht oder als 
ein Kegelschnitt mit der numerischen Excentrieität tan « 
kleiner als Eins. 

Eine Anwendung machen wir auf die Construction 
der Kegelschnitte, welche einen gegebenen Punkt K^ 
zum Brennpunkte haben und durch drei gegebene 
Punkte 1, 2, 3 gehen. Denken wir den Kegelschnitt aus 
einem gleichseitigen Rotationskegel geschnitten, für den K^^ 
die Spitze ist, so sind die Bildkreise der drei Punkte 1, 2, 3 
die um sie durch K^ beschriebenen Kreise, und die Gegen- 
axen i\ für die zugehörigen Lagen der Schnittebene die Direc- 
trixen, aber auch zugleich die Ahnlichkeitsaxen dieser drei 
Kreise, weil wir ja wissen, dass je zwei der Bildkreise des 
ebenen Querschnitts in der Spur der Schnittebene einen ihrer 
Ah nhclikßits punkte haben. Wir sehen daraus, dass dem Pro- 
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blem vier reelle Kegelschnitte eutsprecheo. Aus der 
Directrix, dem zugehörigen Brennpunkte und einem der ge- 
gebenen Punkte ist dann der Kegelschnitt bequem construir- 
bar. Zwei der gegebenen Punkte können durch Richtungen 
ersetzt werden; auch die Richtung der Axe vertritt einen. 

Wenn nur drei Bildkreiso des Kegelschnitts gegeben 
sind, so ist nun offenbar, dasa seine Bestimmung nichts anderes 
ist als das Problem des Apollonius; jedes der vier den vier 
Ähnlichkeit saxen zugeordneten Paare ApoUonischer Kreise ist 
Paar der Grundkreise für einen der gesuchten Kegelschnitte; 
alle Tripel aus seinen Bildkreisen liefern dieselben zwei unter 
ihren jeweiligen Apolloniaehen Kreisen. Man erhält so im 
allgemeinen vier Kegelschnitte durch die Mittelpunkte der 
gegebenen Kreise, welche sieh zu zweien in sechs nothwendig 
reellen Punkten schneiden, die die Mittelpunkte von Kreisen 
sind, von denen jeder die vier zugehörigen Apollonischen Kreise 
berührt, etc.; man sieht, daas die acht Centra von diesen sechs- 
mal zu vier in Kegelschnitten liegen, welche in Paaren con- 
focal sind, etc. 

Denken wir jene Bildlireise und die zugehörigen Apollo- 
nischen als Hauptkreiae von Kugeln, so haben jene ausser 
diesen noch unzählig viele andere gemeinsame Borührungs- 
kugeln, deren System wir schon in Art. 519 zur Anschau- 
ung gebracht haben; hier ist noch hinzuzufügen, dass ihre 
Centra einen Kegelschnitt in der Normalebene zu der des vorigen 
durch seine Hauptaxe bilden, der dessen Brennpunkte zn seinen 
Scheiteln und dessen Scheitel zu seinen Brennpunkten hat, 
sodass zwischen beiden Kugelsystemen volle Gegenseitigkeit 
besteht, indem jedes Tripel von Kugeln des einen das andere 
zum System seiner Berührungskugeln hat, Sie sind Dapin- 
sche Kugelschaaren und von den beiden Kegelschnitten 
ist der eine eine Ellipse und der andere eine Hyperbel, oder 
beide sind gleiche Parabeln. Für ihre weitere Besprechung 
haben wir nicht Raum. 

141. In allen Fällen lehrt die Oonstruction, dass der 
Satz vom Kreise über die Gleichheit der Strahlenbüschel, welche 
die Schnittpunkte der Lagen einer beweglichen Tangente mit 
einer ersten und mit einer zweiten festen Tiuigente mit dem 
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Mittelpunkte verbinden, sich unverändert auf die Kegelachnitte 
und ihren Brennpunkt überträgt. Und da die Directrix die 
Gegenaxe )\ der ColUneation zwischen Kreis und Kegelschnitt 
ist, die der unendlich fernen Geraden der Kreisebene 
entspricht, so geht insbesondere der Satz, dass das Stück einer 
Tangente vom Berührungspunkte bis zum Schnitt mit der zu 
ihr parallelen Tangente des Kreises vom Mittelpunkte unter 
rechtem Winkel erscheint, in den für alle Kegelschnitte gelten- 
den über: Das Stück Pi^^ der Tangente vom Berüh- 
rungspunkte bis zum Schnittpunkte mit seiner Di- 
rectrix erscheint vom augehörigen Brennpunkte aus 
gesehen unter rechtem Winkel (Fig. 72). Auch andere 
Sätze vom Kreise erlauben ähnliehe Übertragungen. 

Ebenso erhält man den Satz: Der Schnittpunkt 2\ 
der Tangente in einem Punkte P, des Kegelschnitte 
mit der Tangente in einem Scheitel A^ ist die Mitte 
des Abschnittes zwischen ihrem Scheitel und ihrem 
Schnittpunkte U^ mit der Geraden vom Berührungs- 
punkte Pi nach dem andern Scheitel B^ (Fig. 72), Er 
folgt aus der Central collineation des Kreises, vio A' T" = 2" U' 
ist, weil AT = T'P'. Zieht man dann T^P, und die Paral- 
lele zu den Scheiteltaugenten aus Pj, welche sich in B schnei- 
den, so müssen wegen A^T^ ^ Tfü^ als Projectionen von 
BPj die Geraden A^B und PiP^ in der Tangente im Scheitel B^ 
convergiren. Der Satz gilt auch bei der Hyperbel und er gilt für 
jedenschneidendeuDurchmesserunddieTangente im Endpunkt«. 
In der letzten Bemerkung und durch Anwendung der Centralpro- 
jection auf die entsprechende Figur hat man den weiteren Satz: 
In dem Dreieck aus drei Tangenten eines Kegel- 
schnittes gehen dieEcktransversalen derBerührunga- 
punkte durch einen Punkt. 

Sind A^, P^, C[, -D^ die Schnittpunkte von vier Lagen 
a, b, c, ä einer beweglichen Tangente mit einer ersten f, , und 
A^, Pj, Cg, -Da die derselben vier Lagen mit einer zweiten 
festen Tangente fej, so ist beim Kreise in Folge der Gleichheit 
der vorher hetrachteten Büschel das Doppelverhältniss der 
vier ersten Punkte dem gleichgebildeteu Doppelverhältniss 
der vier letzten gleich, und weil Doppelverhältnissgleiclibeiten 

T'leaicr, CjkloBiJipliIc. 13 
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durcb Centralprojection nicht gestört werden, so gilt dies auch 
für alle Kegelschnitte. Wenn man dabei aus der An- 
schauung der Bewegung der Tangente und ihrer Schnittpunkte 
bia zum Zusammenfallen mit jeder der festen Tangenten be- 
merkt, dass dem Schnittpunkte der festen Tangenten 0-,, Pg 
die Berührungspunkte derselben mit dem Kegelschnitt ent- 
sprechen, Og auf ig und Pj auf i^, so erhält man bei der 
Ellipse und Hyperbel für zwei parallele Tangenten t^ und t^ 
(die Parabel hat solche nicht) mit den Bemhrangspunkten P^, 
Oj (entsprechend ihrem unendlich fernen Schnittpunkt P^, Oy) 
und den Schnittpunkten A^, A^ und B^, Bg zweier Lagen a, i 
einer beweglichen Tangente in ihr 

A, 0, . ^i -P, _ A Oj, . A ^'^_ 

oder wegen der Gleichheit des ersten und vierten Bnichcs 
mit der Einheit 

ByP,-B^O^=^A^O^-A,F„ 
welches constante Product insbesondere bei derEllipse für 
die der Berührung ss ebne Pj^O^ der festen Tangenten parallelen 
Lagen der beweglichen in das Quadrat des Halbdnrch- 
messers ihrer Berührui^spunkte übergeht. Man erhält daraus 
ferner speciell bei der Hyperbel für die Asymptoten als die 
festen Tangenten, da dann der Mittelpunkt M den unendlich 
fernen Punkten der Asymptoten entspricht, für A^, A^ und 
Bi, Bg ^^ Schnittpunkte von zwei Lagen a, h der beweglichen 
Tangente mit der ersten und zweiten Asymptote 

MAy ■ MA^ = MB, ■ MB^ 
die Cons tanz des Rechteckes aus den durch die Tangente 
in den Asymptoten gebildeten Abschnitten; das Ana- 
logen eines Satzes über die Punkte der Hyperbel, den wir auf 
anderem Wege in Art. 66 schon gefunden und benutzt haben. 
142. Wir können nun wie in Art. 84 die Kreise unserer 
Figuren als Hauptkreise von Kugeln betrachten und die ganze 
Figur um die Centrale CjS drehen bis zur Rückkehr in die 
ursprüngliche Lage und erhalten dadurch die centrische Colli- 
neation der Kugel aus dem Distanzkreise mit der durch den 
Kegelschnitt erzeugten Rotationsfläche zweiten Gfrades 
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imd ihren Zusammenliaiis^ mit den aus den Biidkreisen seiner 
Punkte entstandenen Kugeln Man nennt die durch Rotation 
der Parabel, Hyperbel, Ellipse lesp um ihie Brennpunkts- 
axe entstehenden Flächen das Rotatinnsparaboloid, das 
zweifache Rotationshyperboioid und das verlängerte 
oder eiförmige Rotationsellipsoid, Sie sind die centrisch 
coUinearen Modelle YOn Kugeln für den Mittelpunkt als CoUi- 
neationscentruni, eine beliebige Ebene als Collineationsebene 
und eine dazu parallele Ebene, welche die Kugel resp. be- 
rührt, sehneidet, nicht reell trifft, als Gegenehene im System 
des Originals oder der Kugel. (Art. 113.) 

Sie sind deshalb auch die Orte von Punkten, deren Ab- 
standsverhältnisse von einem festen Punkte und einer festen 
Ebene — dem Brennpunkte und der Directrixebene— unver- 
änderlich sind, oder Örter mit einer numerischen Escen- 
tricität, die für das Paraboloid gleich Eins, für das Hyper- 
boloid grösser und für das Eliipsoid kleiner ist als Eins; dem 
speciellenWerthel/S entspricht das gleichseitige zweifache Ro- 
tationshyperboloid, dem Werthe Null die Kugel für unendlich 
ferne Directrisebene. Die Direcfcrixebene ist die Polar- 
ebene des Brennpunktes, wie die Directrix im Kegelschnitt 
die Poiarlinie desselben. 

Dieselben Flächen sind endlich die Orte der Oentra von 
Kugeln, welche eine gegebene Kugel berühren und eine 
feste Ebene gleichzeitig entweder auch berühren wie 
beim Rotationsparaboloid, oder unter einem festen reellen 
oder nicht reellenWinkel schneiden, wie resp. beim Rota- 
tions-Hjperboloid und -Eliipsoid; die Ebenen des Asymptoten- 
kegels beim Hyperboloid schneiden die feste Ebene unter dem- 
selben reellen Winliel, den alleBildkugeln mit ihr machen. Irgend 
zwei dieser Kugeln haben einen ihrer Ahnlichkeitspunkte in 
dieser Ebene; die feste Kugel kann durch einen Punkt er- 
setzt werden, den die bewegliche stets enthalt, die feste Ebene 
ist dann die üirectrixebene desselben als Brennpunkt. 

Was in den vorigen Art. von dem Mittelpunkte und den 
Durchmessern des Kegelschnitts gefunden ist, geht über auf 
Mittelpunkt, Durchmesser und Diametralebenen der entstan- 
denen Fläche zweiten Grades, in der Analogie zur Kugel, als 
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bei welcher jedem Durchmesser die zu ihm normale Diame- 
tralebene conjugirt ist als Ort der zu ihm in allen durch ihn 
gehenden Querschnitten conjugirten Durchmesser. Man kana 
Jeicht erkennen, welches der Ausdruck der sonst erwähnten 
Eigenschaften der Kegelschnitte in Beziehung auf die 
betrachteten Rotationsflächen zweiten Grades ist. Weil 
in jeder Ebene durch das Centrum centrische Collineation 
stattfindet, so erhellt, dass jeder Querschnitt der Rotations- 
fläche zweiten Grades durch den Brennpunltt ein Kegelschnitt 
ist, der diesen Punkt zum Brennpunkte und den Schnitt mit 
der Directrixehene zur Directrix hat. Weil für die Kugel jede 
Gerade auf der Diametralebene nach ihrer Polargeraden recht- 
winklig ist, so gilt dies auch für die Ebenen, welche eine Gerade 
und ihre Polargerade in Bezug auf eine Rotationsfläche zweiten 
Grades mit dem Brennpunkte derselben verbinden, und jedeEbene 
durch den Brennpunkt ist normal zum Kadinsvector ihres Pols. 
Weil bei der Kugel jede Ebene normal ist zum Durchmesser ihres 
Pols, so ist bei einer Rotationsfläche zweiten Grades mit zwei 
Brennpunkten (Art, 152) die Ebene, welche den Bremipunkt mit 
der Schnittlinie der Directrixehene mit einer beüebigen Ebene 
verbindet, rechtwinklig zu dem Strahl vom Brennpunkte nach 
dem Pol dieser Ebene. Und weil jeder Querschnitt der Kugel 
vom Centrum aus durch einen geraden Kegel projicirt wird, 
der den Durchmesser nach seinem Pol zur Axe hat, so gilt 
dies für jeden ebenen Querschnitt der Rotationsfläche zweiten 
Grades für den projieirenden Kegel aus dem Brennpunkte; u. s. w. 
Offenbar er giebt sich daraus auch dieConstruction einer 
Rotationsfläche zweiten Grades aus demBrennpunkte 
und vier Punkten ihrer Oberfläche; die um diese und durch 
jenen beschriebenen Kugeln haben zu ihren Ahnlichkeitsebenen 
(Art. 116) die zugehörigen Directrixebenen; u. s. w. Die Con- 
strnction der Fläche aus vier gegebenen aus dem zweifach 
unendlichen System ihrer Bildkugeln ist die Construction der 
Paare ihrer gemeinsamen Berührenden aus Punkten der Perpen- 
dilcel von ihrem Potenzcentrum auf ihre Ahnlichkeitsebenen; 
jedes dieser Paare bestimmt mit den gegebenen ein System 
zweiter Stufe und zweiten Grades von Kugeln, deren Centra eine 
Rotationsfläche zweiten Grades durch die Centra der gegebenen 
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Kugeln erfüllen, die jenes berührende Paar au Grundkugeln 
hab; solcher Systeme giebt es acht, den acht Ähnliclikeita- 
ebenen entsprechend; die Dupin'sehen Eugelreihen, die 
aus den vier Tripeln der gegebenen Kugeln als Gesammtheiteu 
der von der gleichen zweiten Reihe berührten Kugeln erhalten 
werden (Art. 119), sind in ihnen enthalten; etc. 

143, Wir bemerken nun, dass der projicirende Kegel 
über dem Distanzkreise im Allgemeinen nicht der ein- 
zige gleichseitige Rotationskegel mit zur Tafel nor- 
maler Axe ist, der durch den Querschnitt in der Ebene 
sq hindurchgeht. Denn sein Basisdurchmesser A!B' wird 
durch die von {^Ä) und (U) ausgehenden ku ÄB' unter 45" 
geneigten Geraden in der zur Spur normalen Geraden -4^5^ 
bestimmt, während sich zugleich die Umlegung seiner Spitze 
(G) oder ^ als der Schnittpunkt derselben unter einander ergiebt 
(Fig. 73). Man erhält also durch das zweite Paar von solchen 
45" Linien durch {Ä) und {B) einen zweiten Basiskreisdureh- 
niesser 91' S9' und eine zweite Umlegung einer zugehörigen 
Kegelspitze ß. Augenscheinlich sehlieast sich dabei der Fall 
der Parabel aus; die Ebene der Parabel selbst ist der eine 
der gesuchten gleichseitigen Rotationskegel, die durch sie gehen. 
Andernfalls kann die Durchdringung beider Kegel wegen der 
Gemeinsamkeit ihres unendlich fernen Querschnitts nur eine 
ebene Curve sein und nach der Symmetrie der Kegelfiächen 
selbst gegen die Ebene ihrer Axen muss es der Querschnitt 
in der durch (j1) und {B) gehenden Normalebene zu dieser 
sein, d. h. der vorher betrachtete ebene Querschnitt. 

Man sieht unmittelbar, dass M', das perspectivische Bild 
des Mittelpunktes, als in der Geraden US gelegen, ein Ahn- 
lichkeitspunkt (im Falle der Fig. 73 der äussere) der beiden 
Grundkreise ist, und dass derselbe dem Mittelpunkt M^ der 
ürthogonalprojection auf die Tafel sowohl in der ColUneation 
des ebenen Querschnittes mit dem Distanzkreise als mit dem 
neuen Basiakreise entsprechen muss; Colhneationen, für welche 
beide die Spur s, zugleich die Potenzlinie der Basiskreise, die 
Axe ist, von denen aber die ei'ste Gy, die zweite JS'j, die 
Centra der beiden Griradkreiae, zum Centruni hat, indess ihre 
Gegenaxen g' durch die von C und K resp. ausgehenden Pa- 
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rallelebenen zur Sclinittebene aus der Tafel geschnitten werden, 
die wir also durch die Parallelen von 'S und S£ zu (Ä){B) 
mittelst ihrer Hauptpunkte i// und Ä*' in 6\Xj bestimmen. 
Die Gegenaxen r^ nnd rj, werden gefunden als Parallelen zu 
s durch die Punkte, in denen (^Ä)(B) von den durch 6 resp. 
S gehenden Parallelen zu C, K^ geschnitten wird. Sowohl 
fiii'0,,s,gs', »"b den Distanzkreis und den Ort der Punkte P^, als 
auch fllr K^^, s, qi, r^ und den Kreis K und diesen Ort der Pj 
gelten alle vorher entwickelten Betrachtungen, Insbesondere 
sind Ci und E^ Brennpunkte und die zugehörigen Gegenaxen 
Tc nnd Tk die ihnen entsprochenden Directrixen des Kegel- 
schnitts; die numerische Exceatricität ist für heide Paare 
dieselbe, nämlich die trigonometrische Tangente des Neigungs- 
winkels ß der Schnittebene zur Tafel. 

144. Wir müssen den Kegelschnitt nun aber audt 
als die Durchdringung der beiden gleichseitigen 
ßotationakegel C und K behandeln, für welche jeder der 
beiden Kreise -— wir bezeichnen den gewählten als Kreis O 
und als Distanzkreis, so dass der gleichnamige Kegel pro- 
jicirend ist — als gemeinsame Fluchtlinie und als Spur des 
einen, der andere als Spur des anderen betrachtet werden 
darf. Die darstellende Geometne construiiH; die Durchdringung 
beider Kegel mittelst Hilfsebenen dm'ch die Verbindungslinie 
beider Spitzen; also da der Ähnlichkeitspunlit M' beider Kreise 
der Durchstosspunkt dieser Verbindungslinie in der Tafel ist, 
mittelst Ebenen, welche zu ihren Spuren in der Tafel, die 
die Kreise treffen, die Ähnlichkeitsstrahlen derselben aus M' 
haben. Die in der Ähnlichkeit nicht entsprechenden Schnitt- 
punkte eines solelien Ähnlichkeitastrahles mit denKreisen liefern 
mit den Spitzen der betreffenden Kegel verbunden schneidende 
Mantellinien und somit fiir jede Hilfsebene zwei Punkte der 
Durchdringung wie P^, W, in Fig. 74. Da C^ und K^^ die Ortho- 
gonalprojectionen von C und K auf die Tafel sind, so sind die 
nach jenen Schnittpunkten mit dem Ähnlichkeitsstrahl gehen- 
den Kadien die Orthogonalprojectionen dieser Mantellinien, 
und die Schnittpunkte der nicht parallelen unter ihnen un- 
mittelbar die zugehörigen Punkte P, ; die Bildkreise der Punkte 
P aber die um die Pj durch die Durchstosspunktc der zu- 
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geliörigeii Muntoliinien bosehriebeaeHj also auch die Kreise 
C und K in ihnen teriihr enden Kreise (Fig. 74). Der Kegel- 
Bcliiiitt der Punkte P^ ist also der Ort des Centruins 
für einen beweglichen Xreis, der zwei feste am die 
Brennpunkte als Centra beschriebene Kreise zu- 
gleich berührt; ist der Durchstosspunkt der Verbindungs- 
linie der Spitzen der äussere Ätnlichlieitspunkt beider Kreise, 
so ist die Berükrung jedes Bildkreises mit beiden Grund- 
kreisen gleichartig, d. h. für beide auascliliessend oder ein- 
scbliesaend; ist dagegen jener Durchstosspunfct der innere 
Ji.hnlichkeitspunkt der Kreise, so sind diese zwei B erührungen 
immer von entgegengesetzter Art, 

Man hat also für den Punkt JP^ der Figur, also im Fall 
der hyperbolischen Durchdringung, für i?„ und Bk als die 
Berührungspunkte seines Bildkreises mit den Gnindkreisen 
und K 

_p^Ci = PiBc + HoCi , 1\K^ = I\B, + B^Ki. , 
also durch Subtractiou 

PiQ - PiÄ:, = li.Ci — JhK,, 
oder die Differenz der Entfernungen des Hyperbel- 
punktes Pj von den Brennpunkten 0^ und K^ ist con- 
stant und der Radiendifferenz der Grundkreise gleich. 
Wegen der Symmetrie der Scheitel Aj^, U, zu den Brenn- 
punkten Gl und Kl folgt auch für 

Ä^Cj-A.K,, d.h. ^iCi + CjB, der Worth J.,B,, 
d. h. die Hauptaxe zwischen den Scheiteln ist der- 
selben Differena gleich. 

Im J'alle der elliptischen Durchdiinguiig di^egen, d. h. 
für schneidende Grundlcreise, wenn der innere Ähnlichkeits- 
punkt derselben der Durchstosspunkt der Verbindungslinie 
der Spitzen ist und somit die Berührungen eines Bildkreises 
mit den beiden Grundkreisen von entgegengesetzter Art sind, 
erhält man ebenso für die Punkte der Onrve das Gesetz, 
daas die Summe der Entfernungen des Eilipsen- 
punktes von den Brennpunkten constant und gleich 
der Länge der Hauptaxe zwischen den Scheitein ist. 
Im Fall der Parabel ist der zweit« Brennpunkt als Mittel- 
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punkt einer als Kreis au betracMonden Geraden im Bndliulieii 
unendlich fem und Differenz sowohl als Summe ebenso wie die 
Lange der Hauptaxe unendlich gross. 

145. Die zum Punlrte P^ gehörige Tangente i^ des Kegel- 
schnitts (Fig. 74) erhält man durch die Angabe ihres Durch- 
stosspunktes Si als des Schnittpunktes der Spuren der Tan- 
gentialebenen der Kegel nach den Mantellinien, die sich in 
Fl schneiden. Offenbar liegen diese Durehstossp unkte sämmt- 
lich in der Spur s der Ebene. Sind Ba und Bi^ jene Durch- 
stosapunkte der Mantellinien und ist St der Durchschnitt der 
BUgehbrigen Tangenten der Kreise O und K, so sind UoPi 
und JßtPi einander gleich als Radien des Bildkreisea um P^ 
und wiederum StBc imA StB^ als die zugehörigen Tangenten 
aus einem Punkte der Potenzlinie der Kreise; somit ist P^St 
als Verbindungslinie der Spitzen von zwei gleiehechenkligeu 
Dreiecken über derselben Basis in ihm rechtwinklig zu den 
bei der Oonsti^uction benutzten Ähnlichkeitsstrahl. Und da 
BrPi und BkPj. die Brennstrahlen oder Radieuvectoren des 
Punktes P^ sind, so halbirt die Tangente des Kegel- 
schnittes den Winkel zwischen den Brennstrahlen 
ihres Berührungspunktes. Und zugleich erhellt, dass 
der ovthogonalsymmetrische Kn* des einen Brenn- 
punktes K^ in Bezug auf eine Tangente, weil er vom 
Berührungspunkte ebensoweit und in der geraden Linie nach 
dem andern Brennpunkte entfernt ist, wie dieser vom ersten 
Brennpunkte, immer in derPeripherie oinesKreises liegt, 
der mit der Länge der Hauptaxe als Radius von dem 
anderen Brennpunkte C^ aus beschrieben wird. Endlich 
sieht man, dass die Fusspunkte Cn der Perpendikel, 
die man von den Brennpunkten auf die Tangenten 
eines Kegelschnittes fällt, in dem über der Haupt- 
axe als Durchmesser beschriebenen Kreise liegen. 

Diese Sätze bieten bequeme Mittel zur Bestimmung der 
Kegelschnitte aus einem Brennpunkte und dreiTangenten 
etc.; denn die orthogonal symmetrischen des gegebenen Brenn- 
punktes in Bezug auf diese Tangenten sind drei Punkte des 
Kreises, der um den andern Brennpmikt mit der Hauptaxe als 
Radius beschrieben wird. Offenbar wirkt dabei die Angabe des 
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Berüliruiigapunktes auf einer Tangente wie eiue zweite(mit 
der ersten zusammenfallende) Tangente, weil die Gerade vom 
Berührungspunkte nach dem ottiiogonalsym metrischen des 
ersten Brennpunktes ein Stralil nach dem zweiten Brennpunkte 
ist. Mit beiden Brennpuiiltten reicht eine Tangente zur Be- 
stimmung aas. 

Als Bcrülirungskreis der Grandkreise in nicht entsprechen- 
den Punkten ^ines Ähnlichkeitsstrahls ist nach Art 17 jeder 
Bildkreis ein in der Abbildung nach reciprokeu Ea- 
dien sich selbst entsprechender Kreis, wenn der bei 
unserer Constructiou benutzte Ahjilichkeitspimkt das Centrum 
der reciproken Radien nnd der zugehörige Potenzki-eia der 
beiden Gruudkreise der Directris- oder Symmetrie-Kreis der 
Abbildung ist, so dass die Grundkreise in derselben einander 
als Bild und Original entspreclien. Er ist daher auch zu 
diesem Potenzkreise stets orthogonal, wenn derselbe 
der Directrixkreis, \ind er schneidet ihn diametral, 
wenn er ein Symmetriekreis ist. Wir werden weiterhin 
wieder auf die stereometrische Bedeutung dieser Relationen 
zurückkommen, (Yerg!. Art. 153.) 

146. Jede Hilfaebene liefert zwei Punkte P,, N, mit pa- 
rallelen Tangenten, also in den Enden eines Durchmessers; 
denn ihre Spur ist ein Ähnlichkeitssti'ahl und der Ähnlich- 
keitspunkt M' der Pol der Pluchtlinie qä im Kreise C so- 
wohl als auch der Pol der Fluchtlinie 2*' im Kreise K. (Vergl, 
Art. 81 f.) Der harmonischen Trenmmg der Sehnittpunld» des- 
selben mitden Kreisen durch diese Gegenaxen entspricht (Art. 6) 
die Halbirung der Verbindungslinie der entsprechenden Punkte 
Ni, Pj im Kegelschnitt; dem Schnitt der zugehörigen Tau- 
gentenpaare auf 3c' resp. g/ entspricht der Parallelisraus 
der entsprechenden Tangenten des Kegel Schnittes, (In Fig. 74 
suid die q und r nicht eingezeichnet; vergl. Art. 143.) Wenn 
der Kegelschnitt eine Hyperbel ist, so giebt es zwei Grenz- 
lagen der Hilfsebenen mit den vom Ähnliehkeitspunkte M' 
ausgehenden gemeinsamen Tangenten der beiden Grundkreise 
als Spuren; da in diesem Falle die zugehörigen nicht paral- 
lelen Radien der Grundkreise mit den parallelen zusammen- 
fallen, so sind die zugehörigen Punkte des Kegelschnittes 
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unendlich fern; und die entsprecliencien Tangenten oder die 
Asymptoten des Kegelschnittes sind die zu diesen ilussersteu 
Alinliclikeits strahlen in ihren Schnittpunkten mit der Spur 
errichteten Perpendikel^ dieselben schneiden sich im Mittel- 
punkte des Kegelschnitts und sind seine sich selbst con- 
jugirten Durchmesser (Art. 138), da die Almlichkezts- 
strahlen sich wie dort — nur jetzt für beide Kreise — in 
conjugirte Paare theilen, von denen jeder den Pol des andern 
enthält. Jene Grenzlagen oder die gemeinsamen Tai^enten 
der Gnnidkreise selbst sind die Bildkreise der unendlich fernen 
Punkte und nach Art. 139 ist der Winkel, unter welchem sie 
die Spur s durchschneiden, derselbe Winkel e, unter dem 
diese vou allen anderen Bildkreisen geschnitten werden muss, 
der Winkel der Asymptoten mit s also sein Complement. Da 
■/,wei gerade Linien stets reelle Winkel bilden, während im 
Falle des elliptischen Schnittes ff nicht reell sein kann wegen 
cos ö = cotan a und a < 46", so hat der elliptische 
Schnitt keine reellen Asymptoten. Dem Falle der Pa- 
rabel entspricht die unendlich ferne Gerade als Vereinigung 
der Asymptoten, und der Winke! ff ist gleich Null. 

Natürlich liegt auch für je zwei Bildki-eise ein Ähnlich- 
keitspunkt in der Spur — aber wir wiederholen hier nicht 
weiter, was in Art. 138 schon begründet ist und hier nicht 
\venigstens eine neue Bedeutung empfängt. 

147. Die Parallelverschiebung der Tafel wie in 
Art. 136 etc., bei welcher die Schnittpunlite 6\ und K, mit 
den Kegelasen in derselben ihre Stelle behalten, ändert die 
Itadien heider Grundkreise um den Betrag der Verschiebmig 
und zwar Lei Benutzung des äusseren Ahnliclikeitspunktes in 
gleichzeitiger Zunahme oder Abnahme; bei Benutzung des 
inneren Ahnlichkeitspmdttes aber so, dass der Radius des 
einen um diesen Betrag wächst, wälirend gleichzeitig der 
Radius des andern um denselben Betrag ahnioimt. Wir wissen 
schon, dass der Kegelschnitt der Punlcte P, sich dabei nicht 
ändert und finden dafür hier die Bestätigung in der Form, 
dass die Hauptasenlänge unverändert bleibt, die im ersten 
Fall der Differenz und im zweiten der Summe der Radien 
der Grundkreine gleich ist. 
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Wir wissen aus Art, 139, wie bei dieser Versciiiebung 
die s, 3 und r^ sieh ändern und haben die dort entwickelten 
Regeln nur auf qä und s ebenso wie auf q^ und s anzuwenden. 
Die Bildkreise der Punkte P^ des Kegelschnittes verändern 
ihre Radien um den gleichen Betrag und jeder von iluien 
ändert mit dem Durchgange der Tafel durch den augehörigeu 
Punkt P also mit dem Durchgänge seines Radius durch den 
Nullwerth den Drehungssiiui; es ist klai', dass dieser Über- 
gang immer in zwei zur Hauptaxe symmetrischen Punkten 
des Kegelschnittes zugleich stattfindet uud dass sich die zu- 
gehörigen Grundkreise dann in diesen zwei Punkten scluieiden. 
Man sieht daraus, dass ein Kegelschnitt auch uneadlich 
viele Paare von Grundkreisen hat, welche sich in 
Paaren seiner Punkte schneiden, und dass dieselben 
constante Differenz resp. constante Summe der Ra- 
dien besitzen, jenachdem er Hyperbel oder Ellipse ist 
— die Oonstruction des Kegelschnitts mit endlieh entferntem 
Mittelpunlrte aus den beiden Brennpunkten und der Länge der 
Hauptaxe oder aus den Brennpunkten und einem Peripherie- 
punkte, man erhält im letaten Falle zwei sich in diesem recht- 
winklig achneidende confocale Kegelschnitte (Art 149), den 
einen für den äusseren und den andern für den inneren 
Ähnlichkeitspunlit der Grundkreise. Unter den sich nicht 
schneidenden Paaren der Grundkreise sind immer zwei, in 
denen der eine derselben den Radius Null hat, denjenigen 
Lagen der Bildebene entsprechend, wo dieselbe durch eine 
der beiden Kegelspitzen hindurchgeht, der andere Grundkreis 
hat dann die Hauptaxenlänge zum Radius. 

Offenbai- ist dann der punktförmige Grundkreia zugleich 
der innere und der äussere Ähnliebkeitspunkt beider Orund- 
kreise imd es wird nur ein Kegelschnitt erzeugt — stereo- 
metiiseh, weil der eine der sich durchdringenden Kegel mit 
sich selbst symmetrisch ist zur Tafel, zwei zu ihr symmetrische 
Kegelschnitte, welche ein gemeinsames Bildkreissystem be- 
sit/.en, die Gesammtheit der Kreise, die durch einen festen 
Punkt gehen und einen festen Kreis berühren. Der Kegel- 
schnitt ist eine Ellipse, wenn der Punkt im Innern des Kreises 
liegt^ und eine Hyperbel, wenn er ausserhalb hegt. Ist die 
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Mitte zwischen dem Centrum des Kreises und diesem Punkte 
der Anfangspunkt rechtwinkliger Coordinaten, ist 2m der 
Radius des Kreises und c die Abscisse seines Mittelpunlites, 
so hat man für die sich diirchdringendeii Kegel die Gleichungen 
(Art 95) 

(x + cf +1/== (2ö + sf und (x — cf -\-f = s^; 
aus ihnen folgt durch Subtracfcion ex = az -{- n^ und durch 
Einführung des daraus entspringenden Werthes von s die 
Gleichung des Kegelschnittes in der Form 

x^(a^ — c^) -j- a'y^ = a^(a^ — c") oder ^ -| — ^r^i = 1) 

Ellipse oder Hyperbel, jenachdem c < ct ist und die doppelt 
zählende Äxe der x für c = a; füi- c =^ a 1/2 die gleichseitige 
Hyperbel (Art. 139). Sollten beide GrundkreJse zugleich au 
Punkten werden, so müssen sie gleiche Eadien und einerlei 
Drehungssian haben oder die Conetruction für ihren äusseren 
Ahnlichkeitsp linkt geschehen; man erhält als Grenzfall der 
Hyperbel (zugleich als Vereinigung der Gegeuaxen r« und r/, 
etc.) die senkrechte Halbirungslinie ihrer Centraldiatanz, 

148. Hiernach lassen sich die verschiedenen Haupt- 
fälle leicht übersehen, die bei zwei endlichen Griind- 
kreisen eintreten können. 

Die beiden Gruiidtreise liegen entweder ausser einander, 
oder sie sehneiden sich in zwei Punkten, oder der eine um- 
schliesst den andern; zwischen dem ersten und zweiten Falle 
bildet die ausachliessende Berührung der Grundkreise, zwischen 
dem zweiten und, dritten die umschliessende den Übergav^sfall. 
Die Grundkreise können immer als Basiskreise von gleich- 
seitigen Rotationskegeln sowohl mit den Spitzen auf einerlei 
Seite der Tafel oder für den äusseren Ahnliehkeitspunkt als 
Diirchetosspunkt ihrer Verbindungslinie, wie auch mit den 
Spitzen auf verschiedenen Seiten der Tafel oder für den in- 
neren Ahnlichlieitspunkt als solchen Durchstoaspunkt be- 
trachtet werden; dieselben Kreise liefern jenachdem zwei 
verschiedene Durchdringungskegelschnitte, deren Ortho- 
gonalprojectionen auf die Tafel dieselben Brennpunkte haben 
und die daher confocal oder biconfocal genannt werden. 



y Google 



Die verscliie denen Fälle mit cnilliolien GruiKlkveisen. 148. 205 

Bei ausser einander liegenden Grundkreisen er- 
halten wir sowohl für den äuaseren als für den inneren Ähn- 
lichkeit spnnkt als Dur elisto aspunkt der Verbindungslinie der 
Spitzen oder für die Spitzen der Kegel auf derselben Seite 
und für die auf verschiedenen Seiten der Tafel eine Hyperbel; 
für den äusseren Ähnlichkeitspunkt ist die Hauptaxenlänge 
derselben der Differenz und für den inneren der Summe der 
Grundkreisradien gleich. Waren insbesondere die Radien 
gleich, so geht die erste Hyperbel m die doppelt zählende 
Potenziinie der Grundkreise über; zwei beliebige zu einer 
Geraden symmetrische Punkte können als Brennpunkte der- 
selben als Hyperbel angesehen werden. Ihre Bildkreise sind 
die aus den Punkten dieser Geraden beschriebenen Kreise, 
welche die beiden Grundkreise auf gleiche Art berühren. Da 
die Durchdringung selbst eine gleichseitige Hyperbel mit zur 
Tafel normaler Hauptaxe in der bezüglichen Normalebene zur 
Bildebene ist, so können wir die Gesammtheit der Bildkreise 
als ein Büschel von Kreisen mit zwei gleichen Grund- 
kreiaen anstatt mit zwei Grundpunkten bezeichnen; für die 
Beziehung auf die Horizontalebene durch beide Spitzen kommt 
man auf das Büschel mit Grundpunkten zurück. Die andere 
Hyperbel hat den Durchmesser der Kreise zur Lange ihrer 
Hauptaxe und dieselben Punkte zu Brennpunkten. 

Wenn einer der Grundkreise den andern um- 
schliesst (Tafel XIII, Fig. 76), so erhält man für beide Ähnlich- 
keitspunkte, den der directen Ähnlichkeit M' oder den äusseren 
wie den der inversen oder den inneren M'* Ellipsen, resp. 
von der itadiendifferenz Ä^B^ oder Eadiensumme A*B^* als 
Länge der Hauptaxe. Gleichheit der Radien ist unmöglich. Der 
hierhergehörige Fall eoncentrischer Grundkreise (Fig. 77) 
liefert für den gemeinsamen Mittelpunkt als directen oder 
inversen Ähnlichkeitspunkt zwei Kreise um denaelben Mittel- 
punkt, deren Durchmesser resp. gleich der Radiendifferenz 
oder der Radienaumme der Grundkreise sind. Ihre Bildkreis- 
systeme sind Systeme gleicher Kreise, die die endlich ferne 
Spnr der Ebene der Durchdringung unter gleichen Winkeln 
tf von unendlich grossem Cosinus achneiden; auch ihre Durch- 
messer jI^B^, Ä^'^Bj* sind dieser halben Differenz resp, Summe 
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gleich. In allen bis jetzt erwälinten Fällen aelineiden sich die 
beiden entstehenden Kegelschnitte nicht: Confocale Kegel- 
schnitte von einerlei Art schneiden einander nicht. 
149. Wenn die Grnndkreise sich schneiden, so ent- 
springt der Benutzung des äusseren Ähnlichkeitspunktes M' eine 
Hyperbel von der Differenz der Radien als Hauptaxenlänge 
J,iBi, derjenigen des inneren M'* (der Buchstahe ist in der 
Figur nicht eingetragen) eine Ellipse von der Summe der 
Radien A*B^- als solcher (Tafel XII, E*!)^"", Fig. 75, als der 
zu C^K^^ normalen Sehne dui-ch M*' entsprechend in beiden 
Kreisen, ist Nehenaxe; sonst sind die Spur s und die Asymp- 
toten der Hyperbel eingetragen.) Für gleiche Radien erscheint 
mit dem äusseren Ahnlichkeitspunkte wieder die Potenzlinie 
in der vorher schon erörterten Bedeutung, nur mit dem Unter- 
schiede, dass die gleichseitige Hyperbel des Büschels mit zwei 
gleichen (rrundkreisen jetzt von der Tafel in reellen Punkten 
geschnitten wird; der innere Potenzkreis der Grundkreise oder 
der kleinste durch diese Punkte gehende Kreis ist daher nach 
Art. 98 ein reeller Grundkreis gleichwinkligen imaginären 
Schnittes mit allen diesen Bildltreisen, indess er im vorigen 
Falle ein nicht reeller Grundkreis oder Symmetriekreis solchen 
Schnittes ist. (Verg!. Art. 160 f.) 

"Weil die nach einem Schnittpunkte der Grundkreise gehen- 
den Ähnlichkeitsstrahlen zu einander rechtwinklig sind — in 
Folge der Angehörigkeit des Ahnlichkeitskreises der Grund- 
kreise zu dem durch dieselbe bestimmten Büschel (Art. 65) 
— so sind es auch ihre Normalen in diesen Punkten, oder 
die beiden aus schneidenden Grundkreisen für den • äusseren 
und den inneren Ähnlichkeitspunkt erzeugten Kegelschnitte 
schneiden sich orthogonal: Confocale Kegelschnitte von 
verschiedener Art schneiden sich stets und zwar 
unter rechten Winkeln. Man sieht, dass confocale Pa- 
rabeln von gleicher oder von verschiedener Art heissen 
müssen, jenachdem ihre Offnungen nach einerlei Seite oder 
anch verschiedenen Seiten gehen. (Vergl. Art. 135.) 

In den Grenzfällen haben wir bei dem ersten oder demFall 
der ausachliesseiiden Berührung der Grundkr eise (Fig. 78) 
für den äusseren Ähnlichkeitspunkt eine Hyperbel mit der 
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Radiendifferenz als Länge der Hauptaxe; für den inneren 
Äbnlichkeitspimld} oder den Berührungspunkt die Centrale 
mit den Mittelpunkten der Grandkreise, eine Hyperbel oder 
Ellipse — das letztere als Grenafall der sieh schneidenden 
Grundkreise — mit derE-adiensumme, bei der die Brennpunkte 
mit den Scheiteln zusammenfallen; die Kegel durchdringen 
sich und berühren sich in der gemeinsamen MantelliniCj die 
Bildkreise der Punkte derselben bilden- ein doppelt zählendes 
System von einander berührenden Kreisen, zu dem die Grund- 
kreise selbst gehören. Für gleiche Radien wird überdies die 
erstgenannte Hyperbel zur gemeinsamen Tangente der Grund- 
kreise im Berührungspunkte, eine Hyperbel mit verschwinden- 
der Hauptaxe oder mit in der Mitte zwischen den Brenn- 
punkten vereinigten Scheiteln. Die Hyperbel der Durchdringung 
selbst berührt im Berührungspunkte der Grundkreise als 
ihrem einen Scheitel die Tafel, und das Bildkreissystem ihrer 
Punkte schneidet daher den bezüglichen unendlich kleinen Kreis 
unter eonstanten nicht reellen Winkeln, 

DerGrenzfaUdereinschlies8endenBerührung(Fig.79) 
liefert für den Berührungspunld ala äusseren Ahnlichkeits- 
punkt M' die Centrale mit den Brennpunkten (wie oben), für 
den inneren oder inversenAhnlichkeitspunktJK*' eine Ellipse 
mit der Badiensumme A^'S* als Hauptaxenlänge. Immer 
entspricht, der directen Ähnlichkeit der Grundkreise die Gleich- 
artigkeit der Berührung derselben mit jedem Bildkreise und 
der indirecten die Ungleich artigkeit dieser Berührung. 

150. Nach dem Vorigen sind die Fälle von Grundkreisen 
mit dem Radius Null keine eigentlichen Specialfälle ; der un- 
endlich grosse Radius eines Grundkreises erfordert aber, 
wenn derselbe im Endlichen erscheinen soll, die unendlich ferne 
Lage seines Mittelpunktes und bietet daher einen eigentlichen 
Specialfall dar; an Stelle des gleichseitigen Rotationskegels 
ist eine unter 45" zur Tafel geneigte Ebene getreten. Es ent- 
springen daraus die Fragen nacli der Durchdringung eines 
gleichseitigen Rotationskegels mit einer 45*' Ebene und nach 
den Durchschnitten von zwei 45" Ebenen mit parallelen oder 
nicht parallelen Spuren. Im Falle von Kegel und Ebene sind 
die beiden Endpunkte des zur Spur der Ebe)ie normalen 
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Durchmessers im Gfrundkreiae des Kegels die Ähiiliclikeitspunkte 
der Grundkreise und liefern die Parabel der Punkte P^ nach 
den vorher entwickelten Constractionen : Ein Ähnlichkeitsatrahl 
schneidet den Tfreis und die Spur der Ebene je in einem Punkte 
und liefert als Schnittpunkt der Normale zur Spur in dem 
einen mit dem Radius des Kreises vom andern den Punkt P^ 
und in der von ihm ausgehenden Normale vom Ahnlichkeits- 
strahl die zugehörige Tangente i, der Parabel. So liefern 
beide Ähnliehkeitspunktc die beiden confocalen Parabeln des 
Art. 135 wieder. 

Der Schnitt der 45" Ebenen mit sich sehneidenden Spuren 
s^, §2 liefert uns zwei gerade Linien, die die Winkel der 
Spuren halbiren und als System der zugehörigen Bildkreise 
das System der Kreise, welche aus den Punkten dieser lial- 
hirenden Geraden berührend an die ursprünglichen gehen, 
Sind die Spureö parallel, so ist die eine dieser halbirenden 
Geraden unendlich fem, die andere ist die in der Mitte zwischen 
den Spuren gelegenen Orthogonalprojection der endlich entr 
fernten Schnittlinien der Ebenenpaare; ihre Bildkreise sind 
die die beiden Spuren berührenden gleichen Kreise aus den 
Punkten jener Mittellinie. 

151. Wir wollen bemerken, dass im Vorigen sowohl die 
Mittel zur Construction der Scbaittpunkte jedes durch die 
Brennpunkte und die Hauptaxenlänge gegebenen Kegel- 
schnitts mit einer geraden Linie als auch seiner Tau- 
genten mit einem Punkte enthalten sind. 

Sind die Brennpunkte und die Hauptaxenlänge gegeben, so 
beschreibt man für das erste Problem um den einen Brenn- 
punkt mit dieser als Radius den Grundkreis und betrachtet den 
Kegelschnitt als Durchdringung des zugehörigen gleichseitigen 
Rotation skegels mit dem parallelen Kegel ans dem anderen 
Brennpunkte als Spitze (Fig. 80), man erhält dadurch sofort 
die Spur s und die Gegenaxe r^ oder q seiner Ebene. Die 
gegebene Gerade g hat in diesen ihren Durchstosspunkt S, 
Verse hwin dun gsp unkt B^ und Fluchtpunkt ^; die Parallele 
g zu CjÜi durch S oder SQ' ist ihre Centralptojection, und 
die Radien von C'i nach den Pmikten, in denen diese den 
Grundkreis schneidet, liefern in g die verlandeten Schnittpunkte 
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— übrigens zugleich ihre Bildkreiae, welche letzten die Kreise 
aus Punkten von g sind, die den Grundkreis berühren imd 
den zweiten Brennpunkt enthalten. Wenn beide Grundkreise 
und K gegeben sind und bekannt ist, ob Gegensatz oder 
Gleichartigkeit der Berührungen statt hat, so sind die Centra 
der sie berührenden Kreise in einer gegebenen Geraden g^ 
ebenso bestimmbar. Ist jenes nicht bekannt, so bekommt 
man zwei Paare von Schnittpunkten (in den confocalen Kegel- 
schnitten aus jenen). Der besondere Fall der Parabel findet 
aus Brennpunkt und Direetrix (der aus jenem beschriebene 
Grundkreis -ist von beliebigem Radius) leicht gleiche Er- 
ledigung. 

Unter denselben Voraussetzungen construirt man aus der 
Mitte der Strecke zwischen den Brennpunkten mit der halben 
Hauptaxe als Radius den Scheitelkreis des Kegelschnitts, von 
welchem man nach Art. 145 weiss, dass er der Ort der Fuss- 
punkte der Perpendikel ist, die von den Brennpunkten auf 
die Tangenten gefällt werden. Mau findet daher die Tan- 
genten aus einem Punkte P an den Kegelschnitt als die von 
ihm ausgehenden Schenkel der Lagen eines rechten Winkels, 
dessen Scheitel Ti resp. T^ auf diesem Kreise liegt, während 
der andere Schenkel durch einen Brennpiinkt G^ geht. Die 
Kreise übet den Brennstrahlen CjP resp. K^P des Pimkt-es 
als Durchmessern sehneiden jenen Scheitelkreis in Punkte- 
paaren T^, T^, welche mit dem gegebenen Punkte die beiden 
von ihm ausgehenden Tai^enten des Kegelschnitts bestimmen. 
(Fig. 81.) Auch erhält man daraus nach Art. 145 ihre Berüh- 
rungspunkte mit demselben. Ferner giebt (Fig. 81) der um P 
beschriebene und durch C^ gehende Kreis in den Schnitten mit 
dem um K^ mit der Hauptaxe als Radius beschriebenen Kreis 
die symmetriechen Ci\ 0? des Brennpunktes Cj in Bezug auf 
die Tangente», sodass die Geraden CiC/, CiC? resp. zu den- 
selben normal sind. (Vergl. Art. 146 Fig. 74.) 

Man kann natürhch auch die CoUineation des Kegel- 
schnittes mit dem Kreise K wie vorher durch s, r-^ bestimmen, 
in demselben P' angeben und aus den zugehörigen Kreis- 
tangenten die gesuchten Kegelschnittstangenten erhalten. 

152. Wenden wir nun auf die Constructionsfiguren 74 f. 

Fifdltr, Cyklograplne. 14 
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die Methode der ü ober tragung in den Raum und dasKngel- 
system wie früher an, indem wir alle ihre Kreise als Haupt- 
kreise von Kugeln denken und sodann die Rotation um die 
Centrale Gx^Ki vorstellen, so erhalten wir weitere Ergebnisse 
für die Theorie der Rotationsflächen zweiten Grades 
aus Art. 142. 

Eine solche Fläche ist zunächst der Ort der Centra der- 
jenigen Kugelnj welche zwei gegebene Kugeln gleich- 
artig resp. ungleichartig berühren; sie ist auch der Ort 
der Punkte, welche von zwei gegebenen festen Punkten con- 
stante Summe resp. Differenz der Entfernungen haben, welche 
Summe oder Differenz ihrer Haupfcaxenlänge gleich ist; die 
Potenzebene der beiden Grundbugeln wird von allen jenen be- 
rührenden unter gleichen reellen oder nicht reellen Winkeln 
geschnitten und unter dem Complement desselben Winkels von 
den Mantellinien und Tangentialebenen des Äsymptotenkegels 
der Fläche, wenn sie ein Hy per hol oid ist. Ein Paar von Kugeln 
liefert iu dieser Weise zwei Flächen zweiten Grades, die eine 
fQr den äusseren, die andere für den inneren Älmlichkeits- 
punkt; dieselben sind confocal, und wenn sie sieb schneiden, so 
schneiden sie sich in einem gemeinsamen Parallelkreise unter 
rechtem Winkel, d. h. alle Tangentialebenen beider Flächen 
in Punkten eines solchen Kreises sind rechtwinklig zu ein- 
ander — wie auch zu der Meridianebene des Punktes. Liegen 
die Örundkugeln ausser einander, so sind beide Flächen ein- 
fache Hyperboloide, so lange sie ungleiche Radien haben; 
bei gleichen Radien geht das dem äusseren Äbnlichkeitspunkte 
entsprechende in die doppeltzähleade Potenzebene der Grund- 
kugeln über. Umschliesst eine der Grundkugeln die andere, 
so entstehen zwei Ellipsoide und im Fall concentri scher Lage 
zwei Kugeln von demselben Centrum. Und wenn die Griind- 
kugeln sich schneiden, so entspricht dem äusseren Ähnlich- 
keitspunkte ein Hyperboloid, dem inneren ein Ellipsoid, bei 
gleichen Radien geht jenes wieder in die Potenzebene über. 
Bei ausschliessender Berührung entsteht ein Hyperboloid 
füi- den äusseren und die Centrale mit den Centren als 
Ellipsoid oder Hyperboloid, jenachdem man den Fall als 
Grenzfall der schneidenden oder der niclit schneidenden 
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Kugeln auf f aast; bei umschlicssender Berührung entsteht 
die Centrale mit den Centren und ein Ellipsoicl. (Vergl. 
Art. 148, 149.) 

Die Eigenschaften der Rotationsflächen zweiten Grades 
mit zwei Brennpunkten: Die Winkel zwischen den Eadien- 
vectoren eines Flächenpunktes werden durch seine Normale 
und seine Tangentialebene halbirt; die orthogonalsymmetri- 
schen eines Brennpunktes in Bezug auf die Tangentialebenen 
der Fläche liegen auf der Kugel, welche mit der Hauptaxe 
als Radius um den andern Brennpunkt beschrieben wird; die 
Fusepunkte der von den Brennpunkten auf die Tangential- 
ebenen gefällten Perpendikel liegen in der Seheifce 1 berühr ungs- 
kugel, d. h. in der Kugel, die die Hauptaxe der Fläche zum 
Durchmesser hat — treten zu den im Art. 142 gefundenen 
hinzu nach Art. 145 f. 

Sie vermitteln die Lösung der Aufgaben; Eine Rota- 
tionsfläche zweiten Grades aus ihren Brennpunkten und einem 
Punkte zu bestimmen, oder aus den Brennpunkten und einer Tan- 
gentialebene , aus einem Brennpunkte und vier Tangential- 
ebenen, etc. 

Die Schnittpunkte der Fläche mit einer Geraden und 
die Tangentialebenen derselben aus einem Punkte lassen sich 
resp. construiren durch den Querschnitt der Ebene aus der 
Geraden nach einem Brennpunkte (Art. 142) und den der 
Meridianebene des Punktes mit der Fläche unter Reduction 
auf Art. 151. Auf die Discusaion der Rotationsflächen zweiten 
Grades mit Brennpunktskreisen, wie sie aus der Rotation 
eines Kegelschnitts um seine Nebenase entstehen, können 
wir nicht näher eingehen. (Vergl. Art. 86 f., 113, 119, 167 f,) 
153. Im Vorigen sind die Bildkreise der Punkte eines 
Kegelschnittes als die einfach unendlich vielen Kreise erkannt 
worden, welche der Forderung genügen, entweder zwei -feste 
Kreise gleichartig oder ungleichartig zu berühren oder einen 
festen Kreis zu berühren und eine feste gerade Linie unter 
Winkeln von vorgeschriebenem Cosinus zu schneiden. Wir 
haben aber bereits in Art. 145 ein Resultat erhalten, welches 
weiter führt; wir erkannten nämlich den Bildkreis des Punktes 
P zugleich als einen sicli selbst entsprecheuden Kreis in der 
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Abbildung durch reeiproke Radien, in welcher der bei der 
Construetion benutzte Ahnlichkeitapunkt das Centrum der 
Directrix der reciproken Badien und zugleich der eine der 
Grundkreise das Bild des andern ist; wir bemerkten auch, 
dass er in Folge dessen den Direetrixkreis orthogonal schneiden 
müsse, und erinnern jetzt, dass dieser orthogonale Schnitt 
als Schnitt im Durchmesser erscheint, wenn der Direetrixkreis 
von negativem Kadiusquadrat und also durch einen Symme- 
triekreis vertreten ist. ("Vei^l. Art. 92.) 

Es schneiden also alle Bildkreise der Punkte P 
des Kegelschnittes oder alle Kreise eines der vor- 
erwähnten Systeme einen bestimmten Kreis ortho- 
gonal resp. im Durehmesser, nämlich denjenigen 
Potenzkreis der beiden Grundkreise, welcher den bei 
der Construetion des Systems benutzten Ahulich- 
keitspunkt zum Centrum hat. 

Dieser Kreis bestimmt also nach Art. 94 im Falle 
der Orthogonalität ein einfaches gleichseitiges Ko- 
tationshyperboloid mit in der Tafel gelegener Hauptebene 
als sein Kehlkreis, und er vertritt im Falle des Schnittes 
im Durchmesser ein zweifaches gleichseitiges Ro- 
tationshyperboloid mit Hauptebene in der Tafel als sein 
Scheitelkreis, d. h. als der Schnitt mit seiner Scheitel- 
berühr ungskugel. In jedem Falle enthalt dieses Hyper- 
boloid alle die durch die Bildkreise des Systems 
dargestellten Punkte des Raumes oder den betrach- 
teten Kegelschnitt. Man sieht auch leicht, dass die Con- 
struetion dieses seines Kehl- resp. Scheitelkreises genau seiiicr 
stereometrischen Bestimmung entspricht (Fig. 74, 75, 
Tafel XII, 76 Tafel SIII); denn in der Umlegung der beide 
Kegelaxen verbindenden Normalebene in die Tafel mit ®, 
Ä und den umgelegten Scheiteln (Ä), (B) entspricht die An- 
gabe des Ähnlichkeitspunktes M' nach Art. 67 genau der 
Bestimmung des Mittelpunktes und folglich der anderen Äxe 
derjenigen gleichseitigen Hyperbel durch (Ä) und (B), welche 
Ci K^ zur einen Axe hat. Führt man dieselbe in jene Normal- 
ebene zur Tafel zurück und denkt man sie um die in M' 
errichtete Tafelnormale gedreht, so erzeugt sie das gleich- 
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seitige Rotationshyperboloid der vorigen Sätze. Es ist in der 
That leicht nachzuweisen, dass dasselbe den Durehdringungs- 
kegelschnitt der beiden Kegel zweiten Grades enthält, oder 
den Kegelschnitt, den die Ebene von der Falllinie AB zur 
Tafel aus ihnen herausschneidet; seine Durchdringung mit 
dem Kegel z. B, kann nur ein ebener Querschnitt sein, 
weil beide Flächen denselben unendlich fernen Querschnitt 
besitzen; nach der Symmetrie der Flächen gegenüber der 
Verbindungsebene ihrer Hauptaxen muss dieser Querschnitt 
in einer zu dieser Ebene normalen Ebene und folglich, da A, 
B Punkte desselben in dieser Ebene sind, in der vorher be- 
zeichneten d, i. der Ebene des betrachteten Kegelschnittes 
liegen. Es geht also durch jeden solchen Kegelschnitt 
ein und nur ein gleichseitiges Rotationshyperboloid, 
welches die Tafel zur Hauptebeae hat; es ist dasselbe, 
auf das uns vorher planinietrisch die Entdeckung seines Kehl- 
resp. Scheitel-Kreises als Directrix- resp. Symmetrie-Kreis reci- 
proker Radien, för die alle Bildkreise sich selbst entsprechen, 
schon geführt hat. Es ist nur ein anderer Ausdruck des Ge- 
fundenen, wenn man sagt: Die Enveloppe der Kreise, die 
einen Kreis berühren und einen andern Kreis ortho- 
gonal oder diametral schneiden, ist ein Kreis. 

164. Wir geben die Uebersieht der Fälle in Ana- 
logie zu den Art, 148 f. Bei ausser einander liegenden 
Gruudkreisen {Pig 74, Tafel XII) giebt die Benutzung des 
äusseren Ähnliehkeitspunkfcea M' in seinem Potenzkreise P den 
von den Bildkieisen der Punkte orthogonal geschnittenen 
Kehlkreis eines emtachen Hyperboloids, welches die ent- 
standene Duichdrmgungshvperbel enthält. Bei Benutzung des 
inneren Ähnlichkeitspunktes M*' erhält man in seinem Po- 
tcnzkrejse P* den Scheitelkreis eines zweifachen Hyperboloids, 
welches durch die entsprechende Durchdringungahyperbel geht; 
er wird von den Bildkreisen ihrer Punkte im Durchmesser 
geschnitten; beide schneiden einander orthogonal. Für gleiche 
Radien beider Kreise wird der äussere Potenzkreis zur Po- 
tenzlinie derselben, das einfache Hyperboloid ist übergegangen 
in die zur Tafel normale Ebene, in weicher die Durchdringunga- 
hyperbel liegt; der innere Potenzkreis ist der Scheitelkreis des 
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die zweite als Hyperbel orthogonal projicirte DnrclKlriugiiiigs- 
hyperbel enthaltenden zweifachen Hyperboloids. 

Im Uebergaiigsfalle der ausschliessenden Berührung 
der Grundkreise (Fig. 78, Tafel XIII) ist der äussere Potenz- 
kreis der Kehlkreis des einfachen Hyperboloids durch <3ie 
Hyperbel, der innere Potenzkreis ist ein Punk^, Spitze oder 
Mittelpunkt des gleichseitigen Rotationskegels durch die in 
eine doppettzählende Gerade degenerirte Durchdringungecurve, 
ein Nullkreis,, der die Bildkreise dieses Falles zugleich ortho- 
gonal und diametral achneidet. 

Wenn der eine Grnndkreis vom andern um- 
schlossen wird (Fig. 76), so ist der äussere Potenzbreis P 
Scheitelkreis eines zweifachen Hyperboloids und schneidet die 
Bildkreise des Systems der Dur chdriugungs- Ellipse diametral, 
der innere Potenzkreis P* aber der Kehlkreis eines einfachen 
Hyperboloids, der die Eildkreise der zugehörigen elliptischen 
Durchdringung orthogonal schneidet; der eine schneidet den 
anderen diametral. Ebenso in dem besonderen Falle concentri- 
scher Kreise, wo sie sich decken. BeiGrundkreiseu, welche 
sich schneiden, ist endlich sowohl das gleichseitige Ro- 
tationshyperboloid durch die Durchdringungahyperbel für den 
äusseren Ahnlichkeitspunkt, als auch das durch die Durch- 
dringungsellipse für den inneren Ähnlichkeitspunkt ein ein- 
faches; beide Potenzkreise P, P* sind Kehlkreise und werden 
von den Bildkreisen heider zugehörigen Systeme orthogonal 
geschnitten; sie schneiden einander rechtwinklig. Im Falle 
gleicher Radien wird der äussere Potenzkreis zur Potenzlinie 
der Gnmdkreise als Spur der zur Tafel normalen Ebene der 
Durcbdrißgungshyperbel, der innere bleibt. Bei umsehliea- 
sender Berührung endlich ist der äussere Ähnlichkeitspunkt 
wieder selbst der zugehörige Potenzkreis, der Scheitel oder 
Mittelpunkt eines Kegels; der innere giebt den Kehlkreis 
eines einfachen Hyperboloids, der alle Bildkreise der ellipti- 
schen Durchdringung orthogonal schneidet. 

155. So Uefern also zwei Kreise als Orthogonal- 
projectionen der Durchdringungen der über ihnen stehenden 
Kegel zwei confocale Kegelschnitte in ihrer Ebene und 
als durch die Durchdringungskegelschnitte selbst hindurch- 
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gdheiid KW ei gleichseitige Rotationshyp.erboloide, 
welche die Bildebene zur Hauptebene haben und deren 
Hauptschnitte durch die Potenzkreise der ersten bestimmt 
sind. Diese beiden Hyperboloide durchdringen einander in einer 
zur Bildebene orthogonalsymmetrischen gleichseitigen Hyperbel 
in der durch die Potenzlinie der Grundltreise oder die Spur 
der Kegelschnittebenen gehenden Normalebene zur Tafel; die 
Bildkreise derselben bilden daher ein Büschel, welches 
mit den Bildkreisen der Punkte des einen und mit 
denen des andern Kegelschnitts zu je demselben durch 
das entsprechende Hyperboloid gegebenen Netze gehört oder 
dessen Kreise die Kehlkreise (resp. Scheitelkreise) beider Hy- 
perboloide d. h. die Potenzkreise der geg,ebenen Kreise ortho- 
gonal resp. diametral und diese selbst untei glei hen Winkeln 
durchsclineiden; dies Büschel ist somit das coniugiite von dem 
der Potenzkreise, also auch der Gtrundkreise, da diese ja mit 
jenen zu demselben Büschel gehören; es hat die Schnittpunkte 
der Grundkreiae zu seinen Grenzpunkten odei Nullkreiseu und 
wenn diese nicht reell sind, seine Grenzpunkte zu Grundpunkteu. 
Der Mittelpunkt eines beliebigen Kreises in diesem Büschel 
ist Durchstosspunkt von zwei Tangenten und von unendlich vielen 
Secanten eines jeden der beiden Durehdringungskegelschnitte ; 
jeder ist daher auch für die Paare der auf diesen Linien 
liegenden Punkte dieses Kegelschnitts ein Ähniichkeitspunkt 
ihrer Bildkreise und der zu ihm als Mittelpunlct gehörige 
Kreis unseres Büschels ist ein Grundkreis reciproker Radien, 
für welche immer die Bildkreise die Schnittpunkte einer solchen 
Seeante einander entsprechen, während der Bildkreis des Be- 
rührungspunktes einer Tangente sich selbst entspricht; oder er 
ist der gemeinsame gleichartige Potenzkreis für alle diese Paare. 
156. Wir haben schon in Art. 136, 147 die Tafel zu sich 
selbst parallel, unter Festhaltung der Punkte C^ und K^ in 
ihr, verschoben und die Veränderungen der Grundkreise und 
Bildkreise des Kegelschnittes resp. der Kegelschnitte sowie 
der Spur s, Fluchtlinie q und Gegenaxe )■, ihrer Ebenen be- 
trachtet. Diese Verschiebung liefert nun zusammengehalten 
mit den vorigen Ergebnissen über das Netzhyperboloid des 
Bildkreissystems eines Durehdringungskegel Schnittes sofort 



y Google 



yi6. IV. Kegolsclmitte, Kreis- imd Kugel- Systeme. 156, 

die Biusicht, dass zu jeder der so bezeichneten Lagen der Bild- 
ebene ein anderes, aber auch immer ein imdnur ein solches 
Hyperboloid gehört. Wir erhalten den Keblkreis resp. 
Scheitelkreia desselben als den aus dem Darchstosspunkte der 
geraden Verbindungslinie der Kegelspitzen mit der Bildebene 
beschriebenen Kreis des Büschels der Grundkreise dieser' Kegel 
in ihr; auch ergiebt sieh nach Art. 154 in jedem Falle seine 
Art als einfaches resp. zweifaches Hyperboloid. Wir sa^en, 
dass durch die Dnrchdringungscurve unserer Kegel, 
also dnreh den mieudlich fernen gemeinsamen Querschnitt und 
durch den ins Endliche gehenden Durehdringmigakegel schnitt, 
einfach unendlich viele gl eich seitige Rotations hy per - 
boloide gehen, deren Hauptaxen den ßotationsaxen der 
Kegel parallel sind und von denen jedes dnrcli seinen ui der 
Verbindungslinie der Spitzen gelegenen Mittelpunkt allein be- 
stimmt ist; die durch ihn gehende Normalebeue zur gemein- 
samen Axenrichtung aller Flächen schneidet aus den Mänteln 
'dieser Kegel die Grundkreise für die Projection des Dm-ch- 
dringnngskegelsehnitfcs auf die gewithlte Ebene aus, für die 
der Mittelpunkt der zu benutzende Ahnlichkeitspunkt und 
deren zugehöriger Potenzkreis der Kehllireis resp. Scheitel- 
kreis des fraglichen Hyperboloids ist. 

Man nennt die Gesammtheit diesem Hyperboloide ein 
Büsche! und erkennt, dass die beiden gegebenen Kegel die- 
jenigen Hyperboloide desselben sind, für welche der Kehl- 
und Scheitelkreis ein Pimkt ist — als Pot«nzkreis zwischen 
einem Kreise und eben diesem Punkte (Art, 76). 

Nur in dem Falle, wo der in's Endliche sjehende Theil 
der Durchdringung eine Parabel ist — um von den noch 
mehr specieUeu Fallen g nu abzusehen — modtficirt sich diesem, 
Ergebniss in etwas. Dann ist n imlich dit Ebeni, dei Parabel 
als eine zur Tafel uiitei 45" geneigte Ebejie iUp,leich dei 
eine der durch die Cuive gehenden Kegel — mit unendlich 
ferner Spitae in ihrer Pallluiie ilso wenn m tii hebet will 
Cylinder — und die Parallele zur Falllinie diesei Ebene durch 
die Spitze des andern oder die der Ebene parallele Mantel 
linie des Kegels die Verbindungslinie dei "^jitzen ml dei Oit 
der Mittelpunkte der sammthcheu H>peiboloide des Buschelb 
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Die Coiistruction lehrt zugleich, dass für alle Lagen des 
Mittelpunktes in dieser Geraden anf der einen Seite der Kegel- 
spitae die Potenztreise der zugehörigen Grundkreise Kehl- 
kreise und Orthogonalkreise, für die auf der andern 
Seite desselben aber Scheitelkreise und Diametralkreise 
sind, sodass der eine Kegel die Übergangsform und Über- 
gangsstelle zwischen den einfachen und den zweifachen Hyper- 
boloiden des Systems bezeichnet. Die andere Übergangsform 
ist die Ebene des parabolischen Schnittes and die zugehörige 
Übergangsstelle die Richtung ihrer PalUinie. 

157. Im allgemeinen Falle der elliptischen oder hyper- 
bolisclien Durchdringung tlieilen die beiden Spitzen der Kegel 
und Ä'ihre Verbindungslinie in eine innere Strecke und ihre 
äussere durch den unendlich fernen Punkt in ihr verbundene 
Ergänziing; und wenn die Punltte in der Projeetion der Strecke 
Mittelpunkte von Scheitelkreisen und somit die Punkte selbst 
solche von zvfeifachen Hyperboloiden des Büschels sind (Fig. 82, 
Tafel XIV), so sind die Punkte der beiden äusseren unbegrenzten 
Theile der Ergänzung die Mittelpunkte von Kehlkreisen oder 
einfachen Hyperboloiden, und umgekehrt. Die Kegelspitzen be- 
zeichnen die Übergangsstellen und die beiden Kegel bilden die 
Übergangsformen. Ob aber die Punkte der endlichen Strecke CK 
die einfachen oder die zweifachen Hyperboloide liefern, das 
läset sich in jedem Falle leicht entscheiden durch Inbetracht- 
nähme der Ebene der Durchdringung. Denn diese Ebene 
der Diirchdringung erscheint nach der Coustruction 
als Grenzi'orm der Rotationshyperholoidö des Btt- 
Bchels für die Richtung von (7^ als Mittelpunkt, \md 
man erkennt damit nach Ar-t. 95 und 98, dass ihr Neigungs- 
winkel zur Tafel darüber entscheidet, ob sie zu den 
einfachen oder zweifachen Hyperboloiden zu zählen 
ist; sie gehört zu den einfachen Hyperboloiden für « > 45°, 
unä m diesem Falle liefern die Punkte der Sirecke zwischen Ü 
und ^dje zweifachen und die der Ergänzung zu beiden Seiten 
ausberhalb CK die einfachen Hyperboloide; sie gehört da- 
gegen zu den zweifachen Hyperboloiden für « < 45**, und dann 
entsprechen den Punkten in der Strecke CK als Mittelpunkten 
die einfachen Hyperboloide und den ausserhalb der Strecke 
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G'-ff gelegenen Mittelpunkten die zweifachen. Deshalb auch 
ist für « = 45" die Ebene der Durchdringung einer der Kegel. 
In der Figur erkennt man also dies Alles an der Ge- 
raden (J,)(JS), deren Neigung gegen C^X^ der Winkel a ist. 
Unter allen Hyperboloiden des Büschels ist immer eines, 
für das der Durclidringungskegelsehnitt ein Dia- 
metralachnitt ist; sein Mittelpunkt ist offenbar der Dureh- 
schnittspunkt der Geraden CK mit der Ebene der Durcli- 
di-ingung oder in der Umlegung ihrer projicirendeii Normal- 
ebene der Schnitt der Geraden SS? und (A){B')\ die zuge- 
hörigen Gruudki'eise beider Kegel sind gleich und der Haupt- 
sehnitt des zugehörigen Hyperholoids wird durch den Potenz- 
kreis ihres inneren Ähnlichkeitspunktes gegeben. Es ist 
für a < 45* ein zweifaches Hyperboloid und für « > 45" 
ein einfaches; für cc = 45" ist die Mitte zwischen C und K 
selbst unendlich fem und das besagte Rotationshyperboloid 
die Ebene der Parabel; eine Parabel kann nicht in anderer 
Weise Diametralschnitfc eines Rotationshyperboloids sein. 

158. -Wenn wir wie in Art. 148 aus zwei Grnndkreisen 
C und K beide Durchdringungen construiren, so finden wir 
in den Hauptfällen folgendes Verhalten: Bei ausser ein- 
ander liegenden Grundkreisen wie 1, 2 (Fig. 82, Taf. XIV) 
sind beide Ebenen {A^B^, {A^B^"-") der Durchdringung unter 
AVinkcln von mehr als 45** zur Tafel geneigt, da ihre Fall- 
linien beide in Rechtecken aus 45" Linien die Diagonalen 
von der obersten zui' untersten Ecke bilden; die Ebenen selbst 
gehören also zu den einfachen Hyperboloiden oder die end- 
liche Strecke zwischen den Spitzen CK resp. CK* enthält 
die Mittelpunkte der zweifachen Hyperboloide oder liefert 
als Potenzkreise die Scheitelkreise, die diametral sehnei- 
denden Kreise des zugehörigen Bildkreissystems der Durch- 
dringung. 

Wenn der eine Grundkreis den andern uraschliesst, 
wie bei 1, 3 Fig. 82, so findet das Gegentheil statt für beide 
Durchdringungskegel schnitte; denn die Geraden {A-^(B^ und 
{A*B^') ergeben sich beide in Rechtecken mit unter 45" zur 
Centrale geneigten Seiten als die Diagonalen zwischen den 
mittleren Ecken. Also zwischen den Spitzen einfache Hyper- 



y Google 



Die Haupt- imtl diu Special -E'äilc. 158. 219 

büloide und Potciiakelil kreise und aneserlialb diusor Strecke 
aweifache Hyperboloide niid Potenzsclieitelkreise, 

Wenn aber beide Grundkreise einander aehneideu 
■wie 2, 3 Fig. 82, so findet für den einen Durclidringuugs- 
kegelaclmitt das eine und ftlr den andern das andere statt; 
bei Benutzung des äusseren Ahnliclikeitspunktes zur Oon- 
struction der Durelidringung also für die Hyperbel als solche 
ist (Ai) (-Bi) die Diagonale von der obersten zur untersten Ecke 
in einem Eechteck aus 45" Linien und somit die Strecke 
Kwisehen den Spitzen die Region der Centra zweifacher 
Hyperboloide oder der Potenzscheitelfcreise; dagegen ist 
bei Benutzung des inneren Ähniichkeitspunktes (-d;*) (Bj*) die 
Diagonale zwischen den Ecken in den mittleren Entfernungen 
Tou der Tafel und somit für die Ellipse als Durchdringung 
die Strecke zwischen den zugehörigen Spitzen der Ort der 
Centra einfacher Hyperboloide oder der Potenzkehl kreise. 

Die Fälle gleicher Grundkreise sind für diese Betrach- 
tung keine eigentlichen Speeialfälle, wie wir gleich sehen 
werden; es giebt unter den Lagen der Tafel stets eine, der 
solche entsprechen, nämlich die durch die Mitte von CK reep. 
C£* gehende. Dagegen erseheinen als specieU die Fälle der 
Berührung der Grundkreise; weil aber die eine Durch- 
dringung, nämlich die dem Berührungspunkte als Ahnlich- 
keitspunkt entsprechende, eine doppelt zählende 45*' Linie ist, 
so werden alle Hyperboloide des Büschels zu gleich- 
seitigen Rotationskegeln, die sie enthalten und sieh längs 
derselben beriUiren, und die hier in Rede stehenden Unter- 
scheidungen fallen weg. Für den andern Ähulichkeitspunkt, 
also für die hyperbolische Durchdringung bei ausschliessender 
und die elliptische bei umschliessender Berührung der Grund- 
kreise, haben wir innerhalb der Strecke der Spitzen die Centra 
der einfachen resp. der zweifachen Hyperboloide oder der Potenz- 
kreise als Kehl- resp. als Scheitelkreiae. Offenbar kann man 
nach der Art des Durchdringungskegelschnittes die Falle 
scheiden: Bei elliptischer Durchdringung zwischen 
den Spitzen einfache, bei hyperbolischer zweifache 
Hyperboloide, dort Potenzkehlkreise, hier Potenz- 
scheitelkreise. 
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159. Die Spur s der Kegelschnittebene — wir 
betrachten im Folgenden aur den einen der beiden confocitlen 
Kegelschnitte aus zwei Grundkreisen — in einer beliebigen 
La^e der Tafelist ala Parallelkreis eines einfachen oder zwei- 
fachen gleichseitigen Botationshyperholoidsanzuaeheiijjenach- 
dem die Durchdringung eine Hyperbel oder eine Ellipse ist, 
und wir gelangen damit wieder zu der in Art. 135, 139, 140 
gefundenen Eigenschaft dieser Spur, dass sie nämlich von 
den sämmtlichen Bildkreisen der Punkte des Durch- 
dringung ske gel Schnitts für diese Lage der Tafel unter 
unveränderlichem Winkel ff mit cos ff = cotan a ge- 
schnitten wird. Aber nachdem wir die Ebene der Durch- 
dringung als die Grenzform der Hyperboloide des Büschels 
für unendlich fernen Mittelpunkt erkannt haben, und im Zn- 
sammenhalt mit den Ei^ebnissen der Art. 94 f. sind wir unmittel- 
bar zu den entsprechenden allgemeinen Sätzen hingeführt, -la. 
denen dieser als Grenzfall gehört. Denn das durch einen be- 
stimmten Punkt der Geraden C.ff als Mittelpunkt definirte gleich- 
seitige Rotati onshyperholoid des Büschels wird von jeder Lage 
der Tafel in einem Parallelkreise geschnitten — wir wollen nur 
bemerken, dass derselbe im Falle des zweifachen Hyperboloids 
auch imaginär sein kami. Alle Punkte dieses Hyperboloids 
werden auf der gewählten Tafelebene durch Bildkreise re- 
präaentirt, die mit diesem Parallelkreise Winkel von vor- 
geschriebenem Oosinuswerthe einscbliessen, welcher Cosinus- 
werth durch die Cotangente des Winkels gegeben ist, den die 
Tangentialebenen des Hyperboloids in den Punkten des Pa- 
rallels mit der Tafel einscbliessen (Art. 96) rcspective für 
den aiis der Scheitelberührungskugel des Hyperboloids durch 
die Tafel ausgeschnittenen Stellvertreter des imaginären Spur- 
parallelkreises durch die Cotangente des Winkels, welchen die 
zugehörigen Tangentialebenen dieser Kugel mit der Tafel 
bilden (Art. 99). Und da die Punkte des Durchdringougs- 
kegelsebnittes zu den Punkten des Hyperboloides ge- 
hören, so gehören auch ihre Bildkreise für die angenom- 
mene Lage der Bildebene zu dem System der Kreise 
welche den Spurparallelkreis unter jenem unver- 
änderlichen Winkel schneiden. Es ist augenscheinlich, 
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dass läer Spurparailelkreis ein Kreia des Büscliels 
der Grandkreise ist, weil er die reellen oder nicht reellen 
Sehnittpuiikte derselben in ihrer Potenzlinie enthalten uiuse; 
offenbar müssen aber im Falle des imaginären Spurparallel- 
kreisea die Erörterungen der Art. 80, 127, 129 über die Zuge- 
hörigkeit von nicht reellen Kreisen zn Büscheln beachtet werden. 
In Fig. 83 haben wir für die Kegel aus C und K die hyper- 
bolische Durchdringung durch ihre Seheitel A-^ und B^ und 
durch zwei Punkte eines Durchmessers N-^P^ sammt ihren 
Bildkreisen und dem zugehörigen äusseren Potenzkreise P*, 
dem Kehlkreise des zur Tafel symmetrischen Hyperboloids, 
verzeichnet; auch sein Meridian in der gemeinsamen Dia- 
metralebene ist in der Umlegung eingetragen und es sind 
die entsprechenden Meridiane für drei andere Hyperboloide 
des Büschels hinzugefügt, welche die der Tafel parallelen 
Ebenen H^, Hg, Hg resp. zu ihren Hauptebenen haben; dabei 
geht Hj durch den Scheitel ß und H^ durch den Scheitel A 
und sie liefern einfache Hyperboloide mit den Parallelkreiaen 
P^ und P3 in der Tafel; E3 geht durch den Mittelpunkt M 
der Hyperbel und bestimmt ein zweifaches Hyperboloid; die 
Linienpaare der Kegel aus C und K in der Meridiaiiebene 
bilden den Übergang unter den Formen dieser Meridiane. 

160. Alle die gleichseitigen Hyperboloide der vorigen Be- 
trachtung oder die Gesammtheit derselben in dem- durch den 
Durchdringungekegel schnitt bestimmten Büschel sehneiden die 
als fest gedachte Tafelebene in einem Büschel von Spur- 
parallelkreisen — einem Büschel, und zwar dem durch 
die Grundkreise bestimmten, weil jeder dieser Parallelkreise 
durch die in ihrer Potenzlinie gelegenen Schnittpunkte der 
Grundlireise hindurchgehen mnss. Zwei der Hyperboloide 
bestimmen dasselbe; denken wir die Kreise Kj, Kj als ihre 
Spuren und die mit ihnen resp. concentrischen Km, Kg« als 
die Spuren ihrer Äsjmptotenkegel, so definireu diese nach 
Art. 98 zwei Paare zur Tafel symmetrischer Hyperboloide H^, 
Hj*; Hj, Hg* und somit auch zwei Paare symmetrischer Durch- 
dringungskegelschnitte HjHa, Hi*Ha*; HiH/, Hi*Ha, also 
zwei symmetrische Paare von Hjperboloidenhüscheln; das 
Kreisbuschel aus Kj, K^ ist ibr gemeinsames Spurenbüachel, 
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die Spurkreise der zugehörigen Äsymptoteiikegel bilden die 
beiden durch Ki« und K2a mit dem äusseren und resp. dem 
inneren Ahuliclikeitspunkte bestimmten linearen Reiben und 
die je zwei Kreise, welche diese linearen Reiben mit jenem 
Büschel gemein haben (Art. C3, 74), liefern die Kegel im 
BQschel und ihre Mittelpunkte C, K. Jeder Kreis des Eüsclicls 
aus K,, Kg ist S purpar all el kreis voo einem Hyperboloid des 
Büschels, dessen Mittelpunkt offenbar der Durehschnittspuiikt 
der Graden CK mit der im Mittelpunkte des Parallelkreises 
errichteten Normale zur Tafel und dessen Hauptebene die 
durch ihn gelegte Parallelebeue zur Tafel ist. Der Winkel, 
unter welchem von diesem Mittelpunkte aus ein Radius des 
Spurparallelkreises erscheint, ist der Winkel a und aus cotan k 
= cos ff erhält man wie z. B. in Fig 65, Tafel X und Art. 128 
im falle k>45'' den reellen Winkel ff, während wir auch im 
anderen Falle ff dadurch für bestimmt erachten. Die Bild- 
kreise der Punkte des Durchdringungskegel Schnittes schnei- 
den sämmtlich den angenommenen Kreis in dem durch seine 
Grundkreise bestimmten Büschel auf der gewählten Tafel unter 
Winkeln 6 you dem so bestimmten unveränderlichen Cosinus- 
werthe. Der Winkel ff ist reell, d. h. die Bildkreise werden 
von dem Spur parallelkreise sämmtlich reell geschnitten, wenn 
das zugehörige Hyperboloid ein einfaches ist oder für den 
elliptischen Schnitt, so lange sein Mittelpunkt zwischen den 
Mittelpunkten der Grundkreise oder den Brennpunkten der 
Ellipse liegt; für den hyperbolischen Schnitt, so lange der 
Mittelpunkt des Spurparallelkreises ausserhalb der Strecke 
«wischen den Centren der Grundkreise oder den Brennpunkten 
der Hyperbel liegt; für den parabolischen endlich insbeson- 
dere, wenn der Mittelpunkt des Spurparallelkreises auf der- 
jenigen Seite des Brennpunktes sich befindet, welche dem 
Scheitel entgegengesetzt oder ganz im Imiem der Parabel 
liegt. Der Winkel ff ist imaginär für die diesen Bestim- 
mungen resp. entgegengesetzten Lagen des Mittelpunktes des 
angenommenen Spurparallelkreises; er wird insbesondere 90" 
für die Annahme dieses Mittelpunktes im Durchatosspunkte 
der Geraden CK oder auf dem für die Construction des 
Kegelschnittes b(inut/.ten Ähnüchkeitspimkte; er wird 0" für 
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die Mittelpunkte der (jJruiidkreise oder die Brennpunkte selbst. 
Dabei ist jedoch für jeden von Nnll verschiedenen Winkel — 
die Spurkreise der Kegel können nicht imaginär werden — 
auf den Unterschied für den reellen und den imaginären Spur- 
parallelkreis zu achten, den wir im Vorhergehenden entwickelt 
haben. Die Beziehungen der Kegelschnitte zu der Conatruetion 
der Kreise, welche vier gegebene Kreise unter gleichen Winkeln 
schneiden, etc. sind hierin enthalten. 

161. Mit jeder Verschiebung der Tafel ändern sich die 
Bildkreisradien derselben Punkte der Durchdringung also för 
dieselben Centra um den Betrag der Verschiebung, wachsend 
wenn die Tafel sieh von ihnen entfernt nnd abnehmend 
wenn sie sieh ihnen nähert. Das Büschel der gleichseitigen 
Rotati oi^hyp erb oloide, deren Lage im Räume gleichfalls un- 
verändert bleibt, wird von der neuen Lage der Tafel in 
einem neuen Büschel von Kreisen geschnitten, welchem 
die neuen Grundkreise der Kegel angehören; jeder Kreis 
dieses Büschels ist ein Kreis, welcher von allen Bildkreisen 
der Punkte des Kegelschnittes unter constantem Winkel ge- 
schnitten wird. Die Grijsse dieses Winkels variirt von Kreis 
KU Kreis. Wenn die Tafel die Verbindungslinie der Centra 
der Hyperboloide in der Region der Potenzkehlkreis -Centra, 
d. h. ausserhalb der endlichen Strecke GK für hyperbolische 
und innerhalb derselben für elliptische Durchdringung schneidet, 
so ist unter den Kreisen jenes Büschels der för den zur Con- 
struction dienenden Ahnlichkeitspunkt der Grundkreise als 
Centrum ein Potenzkehl- oder Orthogonal-Kreis , und wir 
haben im Büschel der Grundkreise alle reellen Schnittwinkel 
von 0** bis 90" für das Bildkreissystem entsprechend den 
Neigungswinkeln der einfachen Hyperboloide zur Tafel mit 
ihnen als resp. SpurkreJsen von 45" für die Grenzformeu der 
Kegel bis ebenfalls 90" für das erwähnte mit dem Ähnlich- 
heitspunkte als Centrum. Ihre Mittelpunkte Hegen in dem- 
jenigen Theile der durch die Brennpunkte getrennten Hanpt- 
axe des Kegelschnittes, welchem dieser Ähnlichkeitspunkt 
angehört. Die Punkte des andern Theiles sind die Mittel- 
punkte von Kreisen des Büschels, welche die Bildkreise des 
Systeme je unter einem couskiiten nicht reellen Winkel 
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sclmeiden; die entsprechenden Cosinuswerthe variiren von 
den Breünpanliten weg von Eins bis Unendlich, welches letzte 
ebenso wie das erste zweimal erreicht werden kann, nämlich 
für die Kreise vom Radius Null im Büschel der Grundkreise, 
d.h.för die Spurparallelkreise derjenigen einfachenHyperboIoide, 
welche von der Tafel in einem ihrer Scheitel berührt werden; also 
nur, wenn die Gniudkreise sich berühren, oder in dem Kreis- 
büschel, dessen Gmndpunkte mit seinen Grenapunkten zu- 
sammenfallen, und unter den zweifachen Hyperboloiden des 
Flächenbüschels; nämlich für die beiden Lagen der Tafelebene, 
in welchen dieselbe einen Scheitel A oder B des Durch- 
dringungskegelachnittes enthält. Wenn die Tafel die Mittel- 
punktsgerade OK in der Region der Potenzscheiteltreiscentra 
trifft, so sind unter den Kreisen des Büschels an den zuge- 
hörigen Potenzkreis selbst anschliessend imaginäre durch ihre 
Symmetriekreise vertretene, für welche die Winkelgrösse e 
nach Art. 131, Fig. 68 zu bestimmen sein wird. JDie weitere 
Ausführung dieser Unterschiede darf wohl übergangen werden. 
162. Nur mag noch bemerkt werden, was die central- 
projectivische Darstellung des ganzen Systems be- 
trifft (vgl. Art. 160) und was sieh kurz dahin zusammenfassen 
lässt, dass das Büschel von Kreisen, zu dem die Grund- 
kreise gehören, dieselbe vollständig enthält. Wir 
denken den einen der Kegel als projicirend, sodass der zuge- 
hörige Grundpreis der Distanzkreis und zugleich der Flucht- 
lireis beider Kegel und aller Hyperboloide des Büschels ist; 
die übrigen Kreise des Büschels sind dann die Spurkreise der 
sämmtlichen Hyperboloide, wobei wir im Falle von Grenz- 
punkten also von nicht schneidenden Grundltreisen auch die 
imaginären Kreise desselben mit in Betracht gezogen denlten. 
Die Spurkreise der zugehörigen Asymptotenkegel sind 
leicht zu bestimmen; denn für Jlf als den Ahnliehkeitspnnkt 
der Grundkreise der Kegel, der zur Bestimmung des Kegel- 
schnittes diente, ist GM' die Linie der Mittelpunkte aller 
Hyperboloide des Büschels, und für jeden bestimmten Mittel- 
punkt des Spurkreises giebt der Durehachnittspunkt der durch 
ihn gehenden Tafelnormale mit CM' das Centrum und zu- 
gleich durch seine Entfernung vom Fusspunkte den Radius 



y Google 



Übciti-agang in den Raum. 163. 225 

des SpurkrcisGs für den Asymptotenbegel des Hyperboloids, 
wie man sielit, olme jede Rücksicht darauf, ob dasselbe ein 
einfaches oder ein zweifaches und ob im letzten Falle der 
Spurkreis desselben reell oder durch seinen imaginären Symme- 
triekreis vertreten ist. Die Art des Hyperboloids markirt 
sich jedoch natürlich bei reellem Spurkreise darin, dass dieser 
beim einfachen Hyperboloid immer den des Asymptotenkegels 
umschliesst und beim zweifachen von ihm umschlossen wh'd, 
Es ist klar, dass die Ortho gonalprojection des Kehlkreises 
resp. des Scheitelkreises auf die Tafel nach Art. 96 erhalten 
werden. Für das einfache Hyperboloid insbesondere kann man 
den Keblkreis resp. seine Ortho gonalprojection auf die Tafel 
auch mittelst der Projectionen seiner geraden Mantcllinien be- 
stimmen. Denn man erhält zunächst die Centralprojectionen 
und dann nach Art. 9 die Ortho gonalpr oje etionen der geraden 
ManteUinien des Hyperboloids, als die Enveloppe der letzten 
aber die Orthogonalprojection des Kehlkreises und als die 
der ersten zugleich den ceniralprojectivischen Umrias des 
Hyperboloids. Zieht man eine beliebige Tangente an den 
Spurkreis des Asymptotenkegels, so sind die beiden Schnitte 
derselben mit dem Spurkreise des Hyperboloids die Durchstoss- 
punkte S'- und S^ von zwei Paaren von parallelen Mantellinien 
derselben, welche die Berührungspunkte der parallelen Tan- 
genten am Distanzkreise, d. h. die Endpunkte Q^', Q^ des zur 
gewählten Tangente normalen T)i stanzkreis durchmessers, zu 
ihren beiden Fluchtpunkten haben, ihre Centralprojectionen 
sind daher die Geraden S^Q^, S^Q^ und S^Q^, ^^Qi! ^^'"^ 
Orthogonalprojectionen auf die Tafel fallen in die zum Durch- 
messer §/ Q^ durch Sj und S^ gezogenen Parallelen and der 
diese berührende mit den Spurkreisen concentrische Kreis ist 
die Ortho gonalprojection des Keblkreises. Die Geraden 8^Q,', 
S,Qi,S^Qi',S^Q^' selbst sind Tangenten des perspectivisehen 
Umrisses und man kann leicht auch ihre Berührungspunkte 
mit demselben bestimmen — aber wir werden desselben nicht 
bedürfen. 

163. Wir entwickeln nun zunächst die Übertragung 
der erlangten planimetrischen Hauptresultate in den Raum, 
um an sie die Lösung der allgemeinsten Aufgabe des Ge- 
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bietes zu knüpfen. Wir denken also die Bildkreise des Kegel- 
schnittes, seine Grundkreise und alle Kreise ihres Büschels als 
Hauptkreise von Kugeln und lassen das System ihrer Mittel- 
punkte ohne Veränderung ihrer Radien um die Brennpunktaxe 
des Kegelschnittes oder die Centrale des Büschels sich drehen, 
sodass die Botationafläehe zweiten Grades von den- 
selben Brennpunkten mit dem zweifach unendlichen System 
ihi-er Bildkugeln und den von ihnen gleichartig resp. ungleich- 
artig berührten Grundkugeln entsteht, mit allen Kugeln und der 
Poteiizebene dieses Büschels; und man sieht, dass alle jene 
zweifachunendlichvielenBildkugelnjedeKugel dieses 
Büschels unter einem bestimmten Winkel schneiden, 
sowie sie insbesondere zwei seiner Kugeln berühren und 
die eine Potenakugel derselben rechtwinklig schneiden, wäh- 
rend sie die Potenzebene unter dem Winkel durchsetzen, dessen 
Complement die asymptotischen Ebenen der Fläche zweiten 
Grades mit ihr bilden, Es achneiden daher auch alle Kugeln 
der Systeme zweiter Stufe und zweiten Grades, welche 
zwei gegebene Kugeln K^, Kg unter vorgeschriebenen Winkeln 
61, ffä gleichartig resp. ungleichartig schneiden, jede Kugel 
des von diesen beiden bestimmten Büschels unter constantem 
Winkel, berühren insbesondere zweiKugehi desselben, näm- 
lich die Kugeln des einen Systems gleichartig und die des 
andern ungleichartig, und sind je zu einer Kugel desselben, 
orthogonal, nämlich die des ersten Systems zu der äusseren 
Potenzkugel und die des zweiten zur inneren Potenzltugel der 
beiden letzten, d. h. sie gehören zu dem einen oder dem 
andern von zwei Netzen. Unter diesen Kugeln sind je ein- 
fach unendlich viele von unendlich grossem Radius, nämlich 
die beiden Systeme gemeinsamer Tangentialebenen der be- 
rührten Kugeln des Büschels mit gleichartiger resp. ungleich- 
artiger Berührung oder aus dem äusseren resp. dem inneren 
Ähnlichkeitspunkte derselben. Diese Ebenen achneiden irgend 
drei Kugeln des Büschels K^, K^, K unter denselben festen 
Winkeln «i, Cäj ö, wie das zugehörige Geaammtsystem, und 
wenn diese drei Kugeln als die vom Gesammtsystem unter 
diesen Winkeln geschnittenen bekannt wären, sodass man 
die je mit ihnen concentrischen Kugeln construiren kann, 
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deren Tangeatialetenen die nämlichen Winkel mit ilmen 
bilden, so ist ersichtlich, dass diese drei Kugeln einen gemein- 
samen Ähniichkeitapunkt besitzen oder zu der nämlichen 
linearen Reihe gehören müssen. Und da awei Kugeln die 
lineare Reihe bestimmen und die ihr mit dem Büschel der 
Kugeln Kj, K^ gemeinsamen (Art. 133) die vom System be- 
rührten Kugeln des Büschels sein müssen^ so hat man hierin 
die sehr einfache Conatruction der bezüglichen Systeme 
zweiter Stufe und zweiten Grades. 

164. Mau aehliesat daraus, dass zu drei Kugeln, die 
nicht zu demselben Büschel gehören und zu bestimmten zu- 
gehörigen Sehn ittwin kein ein einfach unendliches System von 
Kugeln existiren musa und dass also weiter zu vier be- 
liebigen Kugeln und zugehörigen vorgeschriebenen 
Schnittwinkeln eine Gruppe von Kugeln zu finden 
sein wird. Zugleich ist der Weg zur Construetion deut- 
lich gewiesen. Für drei Kugeln K^^K^iKg bilden wir die 
Paare K^, Kg und K[,Kg und bestimmen nach dem Vorigen 
die Systeme zweiter Stufe und zweiten Grades, welche ihnen 
und den zugeordneten Sehnittwinkeln flj,ög, ffg entsprechen. 
Die den Mittelpunktsflächen derselben, also zwei Flächen zweiten 
Grades gemeinsamen Curven bilden den Ort der Centra der 
einfach unendlichen Reihen von Kugeln, die das Problem 
lösen. Die Mittelpunktsfläche des Systems zweiter Stufe und 
zweiten Grades aus K^, K^ und 6g, 6^ muss mit den beiden 
vorigen ein Büschel bilden. Aber man erhält zugleich aus 
dem Vorigen durch dieselbe Gombination den Doppelsatz; 
Die sämmtlichen Kugeln, welche drei gegebene unter 
vorgeschriebenenWinkeln sehneiden, schneiden unter 
Constanten Winkeln alle die Kugeln, welche durch die zwei 
gemeinsamen Punkte derselben gehen, also alle Kugeln 
ihres Bündels; und die concentri sehen Kugeln der gegebe- 
nen und ihrer Büschel, die von den je gleichwinklig schnei- 
denden Ebenen umhüllt werden, haben gemeinsame Ahnlieh- 
keitsaxen. 

Bildet man dann weiter aus vier gegebenen Kugeln 
Ki,..k:^, denen die Schnittwinkel 6l,..0^ zugeordnet sind, 
zwei Tripel K^, Kj, K. mid K^, S..^, K^, so liefern das erste 
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wie das zweite als Orte der Centra der zugehörigen Kugel- 
reilien Curven, welche gleichmässig auf derFläclie der Centra 
des zweifacli unendliclien Kugelajstems vom zweiten Grade 
liegen, das aus den Kugeln K^, K^ mit den zugehörigen Selinitt- 
winkeln e^, ffg entsprii^; durch dieselben Punkte müssen die 
aus den Tripeln K^, Kg, K^ und K^, K^, Kj entstehenden 
Curven gehen. Man hat aber zugleich ebenso den Doppel- 
satz: Die Kugeln, welche vier gegebene Kugeln unter 
vorgeschriebenen Winkeln schneiden, schneiden auch 
unter constantem Winkel jede Kugel, welche zu dem 
durch sie bestimmten Netze gehört; und die concen. 
trischenKugeln, welche von den gleichwinklig schnei- 
denden Ebenen umhftllt werden, haben gemeinsame 
Ähnlichkeitsebenen, Die gesuchten Kugeln gehören 
zu den Büscheln, welche von diesen Ähnlichkeits- 
ebenen mit der geraeinsamen Potenzkugel der vier 
Kugeln bestimmt werden; solcher sind acht, den acht 
Ähnlichkeits ebenen entsprechend, und jedes der Büschel ent- 
hält zwei der verlangten Kugeln; legi man durch das be- 
treffende Perpendikel, die Centrale des Büschels, nach dem 
Centrum der ersten Kugel eine Ebene, so hat man in dem 
Büschel von Kreisen, welches der Schnitt dieser Ebene mit 
der Potenzkugel und mit der Ähnlichkeitsebene bestimmt, die- 
jenigen Kreise zu finden, welche den Querschnitt mit der 
Kugel K^ unter dem Winkel 6j schneiden. Dies ist die ein- 
fache Lösung des Hauptproblems; oifenbar liefert sie für 
die betheiligten Systeme zweiter Stufe und zweiten Grades 
Zusammenhänge, auf welche wir ebensowenig eingehen können, 
wie auf die speciellere Ausbildung der Construetionen für 
reelle und nicht reelle Sehnittwinkel und für Kugeln von 
gegebenem Mittelpunkt und negativem Badiusquadrat. Es 
musa genügen, auf die vollkommen analoge Construction des 
entsprechenden Problems in der Ebene (Art. 126 f.) und auf die 
Erörterungen des Art. 118 über die gleichwinklig sehneiden- 
den zu gegebenen Kugeln zurückzuweisen. Was für die An- 
wendung der Transformation durch reciproke Radien auf 
diese Probleme und Systeme zu sagen wäre, kann aus Art, 
119 entwickelt werden und wir müssen, darauf verweisen. Mit 
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der Forderung der Berührung oder des Schnittes unter 0" 
resp. 180" gehen die Construcfcionen der Hauptprobleme vou 
selbst in die des Äpollonischen Problems im Räume und in 
der Ebene zurück. 

165. Da wir nun wissen, daas durch den Kegelschnitt 
im Räume, dessen Orthogonalpro je ction auf die Tafel wir vorher 
betrachteten, ausser seiner Ebene und den beiden Kegeln, die 
ihn erzeugen, einfach unendlich viele, theils einfache, theils 
zweifache gleichseitige Rotationshyperboloide gehen, so können 
wir denselben auch als Durchschnitt seiner Ebene mit 
einem dieser Hyperboloide oder als Durchdringung 
eines Kegels mit einem Hyperboloid und endlich als 
Durchdringung von, zwei Hyperholoiden betrachten, 
deren jedes einfach oder zweifach sein kann. 

Wir wollen die einzelnen Fälle, soweit sie es nahe legen, 
mit einigen Bemerkungen erläutern. 

Zuerst den Kegelschnitt als Querschnitt seiner 
Ebene mit einem gleichseitigen Rotationshyper- 
boloid; den Ort der Centra derjenigen Kreise im Netz, 
welche in Bezug auf die Spur der Ebene im Sinne 
des Art. 28 den durch ihre Tafelneigung bestimmten 
Modul cotan a besitzen (wir besprechen den allgemeinen 
Fall und überlassen die Specialisirung für Parabel und gleich- 
seitige Hyperbel dem Leser), Für die Construction dieses 
Querschnittes führt die darstellende Geometrie auf die Be- 
nutzung von Meridianen resp. Parallelkreisen des Hyper- 
boloids und sie zeigt im Fall des einfachen Hyperboloids, 
dass die Construction auch durch die Tangentialebenen des 
Hyperboloids in Punkten des Kehlkreiaes sehr einfach 
vollzogen werden kann. 

Eine Parallelkreisebene kann durch die Orthogonal- 
projection g^ der Geraden g, in welcher sie der Schnittebene 
begegnet, bestimmt gedacht werden, und man erhält aus ihrem 
Abstände von der Tafel den Radius des Parallelkreises P, also 
seine Ortho gonalprojection P^ und in den Schnitten mit y^ die 
Centra der Bildkreise im Netz von jenem Abstand als Radius 
oder zwei Punkte des Kegelschnittes mit ihren Kreisen. 

Bei der Benutzung von Meridianebenen hat man 
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für einen Durchmeaeer der Spurkreise S^ und Sa als Spur 
den parallelen Durehjnesaer des Distanzkreises als Fluclitlinie 
und zugleicli auch jenen als Ortliogonalprojection der Ver- 
schwindungslinie, somit in den Sclinittp unkten derselben mit 
der Spur s und der Ortliogonalprojection r^ der Verschwin- 
dungslinie der Ebene den Durchstosspunkt S und den Punkt 
J{j, das Centnim des dem Distanzkreise gleichen und gleich- 
sinnigen Kreises in der linearen Reihe der Geraden, iti der 
der gewählte Meridian die Schniitebene sehaeidet; ihre Schnitte 
mit der Meridianhjperbel liefern zwei Punkte des Kegel- 
schnittes und die zugehörigen Bildkreise. Es ist die Bestim- 
mung derjenigen Paare von Kreisen eines Netzes, welche 
einem der gleichen Büschel desselben angehören, die ihre 
Centralen im Durchmesser des Orthogonal- resp. Diametral- 
kreises haben und dabei ihren einen Ähulichkeitspunkt in 
einer festen Geraden und einen vorgeschriebenen Modul in 
Bezug auf dieselbe haben. 

1Ö6. Denken wir speciell den Kegelschnitt als Quer- 
schnitt seiner Ebene mit einem der einfachen gleichseitigen 
Rotationshyperboloide, die durch ihn gehen, so können wir 
die Tangentialebenen desselben in Punkten semet> Kehlkreises 
als Hilfsebenen benutzen (Fig. 84), weil jede derselben zwei 
unter 45" zur Tafel geneigte gerade Mantellunen aus dem 
Hyperboloid sehneidet, deren Schnittpunkte mit der Schnitt- 
ebene also zum Querschnitte gehören. Wii wollen dei Em- 
fachheit wegen diese Kehlkreis ebene als Tafel annehmen, so 
dass wir die Kreise eines Netzes mit Orthogoualkreii 
erhalten, die in Bezug auf eine gegebene (reiade s 
einen vorgeschriebenen Modul haben. Weil dann die 
Bildfcteise der Punkte dieser Mantellinien die lineare Reihe 
bilden, die die Spur der Tangentialebene oder die Tangente 
des Kehlkreises zur Centrale haben und sich in ihrem Be- 
rührungspunkte nach dem zugehörigen Radius als ihrer gemein- 
samen Tangente berühren, so sieht man, dass der Kegel- 
schnitt hierbei durch diejenigen Paare der Bildkreiso 
seiner Punkte construirt wird, welche einander be- 
rühren. Man denkt etwa die Tangentialebene mit ihren Mantel- 
linien in die Tafel umgelegt, sodass sie als die zur Spur oder 
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Kehlkreis tangeute im BerUliriiiigspuiikte uuter 45" geneigten 
Geraden (ß), {1} erscheinen, und trägt in cleraselben Punkte recht- 
winklig zur aämlichen Linie die Länge der hier errichteten 
Tafelnormale bis zur Schnittebene auf, um durch Verbindung 
ihres Endpunktes mit dem Durehstosspnnkte S in der Spur 
die Umlegung (d) der Schnittlinie d der Ebene des Kegel- 
schnittes mit der Tangentialebene, und in den Schnittpunkten 
(g)(ß), {l){d) die Umlegungen der fraglichen Punkte des Quer- 
schnittes, aus ihnen aber die Oi-fchogoaalprojectionen und 
Bildkreise derselben zu erhalten. 

Indem man bemerkt, dass die Schnittpunkte jedes so 
gefundenen Bildkreises mit dem Kehlkreise des Hyperboloids als 
seinem Orthogonaikreise die Bertthrungspunlite T^ und T^ der 
von seinem Mittelpunkte Pj^ an diesen gehenden Tangenten t^,f.^, 
d. h. zugleich die Durchatosspnnkte der beiden geraden Mantel- 
linien g und l sind, welche sich im Punkte P des Hyper- 
boloids schneiden, erkennt man nach Art. 90 die Verbindungs- 
linie T^T^ dieser Durchstosspunkte oder die dem Bildkreise 
mit dem, Orthogonalkreise gemeinsame Sehne als die Spur 
der Tangentialebene des Hyperboloids in P und ihren Durcb- 
schnittspunkt iS; mit der Spur s der Schnittebene daher als den 
Durchs tossp unkt der Tangente des Kegelschnittes in P, somit 
zugleich Pj^Si als die Tangente der Orthogonalprojeetion in 
P/; und ebenso für die folgenden. (In Fig. 84 Tafel XIV 
steht S,\ in Fig. 85, Tafel 5V Ä,' angegeben.) Um von P^^ 
zu Pf^ und seinem Kreise überzugeben, hat man die zu Pi^T^ 
in T^ unter 45* geneigten Geraden und die Verbindungslinien 
ihres Durchstosspunktes S^ mit den Endpunkten des zu S^j T^ 
normalen Durchmessers im Bildkreise von Pj^ zu ziehen; sie 
liefern P^^ und seinen Bildkreis und ebenso erhält man aus diesem 
P/ uud dessen Bildkreis, etc. Ist der Schnitt elliptisch, d.h, 
die Tafelneigung der Ebene kleiner als 46**, so besitzen die 
beiden durch ibn gehenden gleichseitigen Rotationskegel mit 
zur Tafel normaler Axe Basiskreise aus den Brennpunkten 
der Ellipse, von der einer den andern umschliesst und die 
zu ihrem inneren Potenzkreise den Kehlkreie des Hyperboloids 
haben. Ist dagegen der Schnitt hyperbolisch, weil die Tafel- 
ueiguiig der Ebene 45* übertrifft, so haben die durch ihn 
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gehenden Kegel Basiskreise, die einander ausschliessen und die 
denKehlkreisdesHjperboloidsznmäusserenPotenzkreiseliaben. 
In Fig. 84 ist die vorbetrachtete Conatruetion für den elliptischen 
Querschnitt oder die Kegeldurchdringung bei um aehli es senden 
Grandkreisen und für den inneren Ähnlichkeitspunlcfc, in Fig. 85 
aber für den hyperbolischen Querschnitt des einfachen Hyper- 
boloids vom Kehlkreise P oder die Kegeldurchdringung bei 
ausser einani3er liegenden Grundkreisen und für den äusseren 
Ähnlichkeitspunkt für die Gruppen P^°, P^', P^', P/ durch- 
geführt. Der Vergleich beider macht deutlich j dass der 
Durchgang durch das Unendlichfeme, der beim hyperboUschen 
Schnitt stattfindet, sich in der Art der Berührung der auf 
einander folgenden Bildhreise manifestirt; in Fig. 85 liegen 
die Punkte Pj", P,^ und Pj^ auf dem einen und der Punkt 
Pi^ liegt auf dem andern Aste der Hyperbel, und der Bild- 
ki-eis des letzten Punktes schlieast sieh an seine beideu Naehbar- 
bildkreise in einschliessender Berührung an, während der von 
Pj^ mit dem von I\^, etc. sich ausschlieasend berührt. 

Wenn man mittelst der Transformation durch reciproke 
Radien die Grundkreiae C und K in Fig. 84 in coneentrische 
Kreise verwandelt (Art. 80), so gewinnt die beröhrende Reihe 
vonBildkreisen in derAnordnung der Durchdringung wie Pig.77, 
Tafel SIII ihre einfachste Gestalt. Die hyperbolische Reihe 
in Fig. 85 bringen wir auf ihre einfachste Form, indem 
wir die Gruudkreise C und K in gleiche Kreise und den 
Potenzkreis in ihre Potenzlinie verwandeln durch Wahl des 
Anfangspunktes auf den Potenzkreise (Art. 80). Wir knüpfen 
au diese einfachsten Fälle in Art. 168 eine specielle Unter- 
suchung. 

lö'i'. Hat man in dieser Art die beiden Bildkreise eines 
Kegelschnittes conatruirt, welche sich in einem Punlite ihres 
Ortho gonalkr eis ea berühren, so kann man für den zweiten 
Schnittpunkt eines jeden derselben mit diesem den neuen Bild- 
kreis construireii, der hier den vorigen berührt und so weiter; man 
erhält dann ein System vonBildkreisen des Kegelschnittes, 
von denen jeder seine beiden Nachbarn berührt, und 
es entspringt die Frage, ob die Reihe derselben sich 
schliesst oder nicht, d. h. ob — eventuell nach einer be- 
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liebigen Zahl von Umgängen — bei Fort8eb;ung dea Ver- 
fahrens die Constniction wieder zu einem der schon gefun- 
denen Kreise zurückführt und damit der Reihe nach zu allen 
übrigen, oder nicht. Man sieht, dass diese Frage identisch ist 
mit der Frage nach der Möglichkeit, dem Kegelschnitte ein 
Vieleck einzuschreiben, welches zugleich dem Ortho- 
gonalkreise seines Bildkreissystems umgeschrieben 
ist, d.h. für twelehes die Verbindungslinien der aufeinander 
folgenden Ecken Tangenten dieses Kreises sind. Man sieht aber, 
dass unsere stereometrische Anschauung die Frage in folgende 
verwandelt : Wenn liegen die durch die Bildkreise repräsentirten 
Punkte in einer Ebene? Oder wenn ABC .. P ein dem Kreise 
umgeschriebenes wseit ist, wenn liegen die Endpunkte der Per- 
pendikel, die man in seinen Ecken auf der Ebene derselben 
errichtet und denen man die Länge der von da ausgehenden 
Tangenten nach derselben Seite der Ebene giebt, in einer 
Ebene? 

Und wenn eine solche sieh sehliessende Reihe von 
Kreisen gefunden wäre, so erkennt man, dass deren unzählig 
viele esistiren müssen oder dass mit jedem beliebigen Bild- 
kreise beginnend die Reihe der einander berührenden Bild- 
kreise sich, und zwar mit derselben Zahl von Kreisen wie 
vorher, schliessen muss; denn für P, pl'', p(^', ... pW als die 
Kreise der ersten Reihe, in dem Sinne also, dass die Con- 
struction von pl^ + i* aus P'"* nach voriger Methode wieder 
auf P zurückführt und M, M'^', M<^' ... M'"' als Kreise einer 
zweiten Reihe einander berührender Bildkreise liegt noth- 
wendig der äussere Ähnlichkoitspunkt der Kreise M und M 
in der Spur der Kegeischnittebene oder der Potenzlinie der 
Gi-undkreise des Kegelschnitts, und die Kreise P, P '^', P P'.. . P i"', 
M,M<^', M'^, ... mW berühren nicht bloss jeder seine beiden 
Nachbarn in der bezüglichen Reihe, sondern auch diese Grund- 
kreise (imglei chartig im Fall der Ellipse, gleichartig im Fall 
der Hyperbel); die Potenz jenes Ähnliehkeitspunktes in Be- 
zug auf jeden der beiden Grundkreise ist daher seiner gemein- 
samen Potenz in Bezug auf die Kreise P und M gleich und 
von demselben Zeichen; wenn also der Kreis P<'' die Grund- 
kreise und den Kreis P berührt, so muss auch der Kreis M"'', 
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läer mit ilim jenen Punkt «um Ähnliclikeitsputilite liat und für 
denselben die gemeinsame Potenz mit P'^* besitzt, wie für 
jeden der Grundkreise, den Kreis M und die Grundkreise be- 
rühren, ete. 

Offenbar beweisen dieselben Gründe auch, dass zu jedem 
Kreise, der zwei benachbarte lO'eise der einen Reihe, z. B. 
M, M''' und einen der Grundkreise berührt, ein anderer 
exiatirt, der die entsprechenden Kreise der andern Reihe, also 
P, P'^' und denselben Urundkreis berührt und mit ihm, mit 
M, P imd M'i', PW denselben Ähnliclikeitspunkt in der Po- 
tenzlinie der Grundkreise hat. 

168. Wenn insbesondere der Kegelschnitt ein Kreis ist und 
diebeidenGrandkreise(Ärt.l48) concentrisehsind, so wird 
die Bedingung des Schliessens evident. Wenn dieGrund- 
kreise die Radien r^ und ? haben imd w Kreise eine geschlos- 
sene Reihe bilden (wobei n latiom,! aber nicht nothwendig 
ganz ist), so theilen die Radien vom Mittelpunkte der Grund- 
kreise nach den Mittelpunkten zweiei benachbarten ICreise 
der Reihe den Vollwmkpl in rt gleiche Theile, und der Radius 
nach dem Berühr an gspunktc dei letzten hälftet einen solchen 
Theilwinkel. Nun ist dei Radius für jeden Kreis der Reihe 
die halbe Differenz dei Radien der Innndkreise und der Ab- 
stand ihrer Centra lom j,emeinsimen Centrum der Grund- 
kreise die halbe Summe deiselben, min hat also 



auch ist der Radius des Orthogonalla-eises, der die Berührungs- 
punkte der Kreise der Reihe enthält, das geometrische Mittel 
der Radien der Grundkreise, mit denen er concentrisch ist. 
Die Abbildung durch reciproke Radien, bei der alle 
Kreise in Kreise Übergehen und die Relationen der Berührung 
und des rechtwinkligen Schnittes erhalten bleiben, fülirt diesen 
Fall zum allgemeinen Falle von zwei nicht schneidenden Grund- 
kreisen zurück. Wir denken ein Centrum reeiproker Radien im 
Abstände o vom gemeinsamen Mittelpunkte der Grundkreise 
mit den Radien r.-r. und nehmen den Radius des Directris- 
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Icreisea gieidi Eins, für welchen ihnen Kreise vuu den ündieii 
üj und JR^ entsprechen; dann giebt die Formel des Art. 76 
fttr diese Radien die Werthe 



und für die Distanzen ihrer Oentra vom Anfangspunkte der 
reciproken Uadicn 






und som.it für ihre Central distaiiz 



und mit -f = 
Daraus folgt 



j oder — = —i - 



- li,) . 



oder 

hJl, _ ,,a c^ - (E, — !iM,;,Y 

d. h. lic'iK, — Jili^) = (ftfl, ~ R,){Ri - 
Und somit, da Jt, nicht gleich 7;J?a ist, 

l:c^ = (B, - hlQ {kB, - 11,), 

oder mit Einführung von tan^ — = ^— 



jcji,r, 



ik ~ 



taii^ — = 



{■B,- 



169. Für Kreise, die einander ausschliesseii, hat man 
nur das Zeichen von R^ zu wechseln, weil danu der Anfangs- 
punkt der reciproken Radien zwischen den beiden conceu- 
trischen Kreisen genommen aein muas. Daim ist insbesondere 
auch möglich, dass li^ = H^ schreiben wir gleich E ist, 
wofür 

_ (1 + ky 



U'^B^{1 +7cy 



R^' 
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wii'd. Aus /; ^ ^ — - folgert man aher liiernach -5 = 

Betrachtet man aber die beiden gleichen Kreise als zwei aus 
einem Ringe von n* Kreisen, die einen andern Kreia umgeben, 
und vun denen m zwischen jenen liegen, so hat man aucli 



und wenn dieser Ausdruck mit dem Voi'igen identisch sein 
soll, so mnss für gerades n* 



sin ~ = C03 - = sin (- — ^j , 
<1, h. weil u sowohl als w* grösser als 2 sein 



Und wenn«'" ungerade wäre, so bleibt dieselbe Lösung. Denn 
mit den concentrischen Originalkreisen und dem Kreise 1 als 
einem des sehliessenden Ringes, der den äusseren Original- 
kreis in A berührt, denke man einen Kreis, der 1 in .il und 
zugleich den inneren Originalkreis berührt und nun den Kreis 
1*, welcher diesen in dem Berührungspunkte des letzten und 
zugleich den äusseren OriginaJla'eis berührt. Diesen Kreis 1* 
hinzugefügt erhält man dieselbe Relation als einzige Lösung 
für ungerade n*. 

Aus 1 — * = o ^'^^§^'^ ^^^ zusammengehörigen Lösun- 
gen, z. B. 

3,6^ 4,4; 5, f; 7,^^; 8, J; 9,-^; 10, |; 14, |; etc. 

18, J; 22,"; etc. 
unter denen die beiden ersten die einzigen ganzzahligen sind. 
Aus dem Ringe zwischen concentrischen Kreisen 
und aus dem zu gleichen excentrischen Kreisen können 
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also durch Transformation nach reeiproken Raclieii die allge- 
meinen Formen dieser Kreisringsysteme abgeleitet werden, die 
Orte ihrerCentra werden dann resp. elliptisch oder liyperbo- 
liscli. Denken wir aber die Kreise alsHauptkreise YOnKugeln, 
so erkennen wir jene einfachen Formen als äquatoreale re- 
spective meridionale Schnitte der Rotationsfläche, die wir als 
Torus bezeichnet haben, mit dem berührenden und geschlosse- 
nen Ringe von Kugeln, welcher derselben eingeschrieben oder 
umgeschrieben werden Itann, entweder nach Meridianen oder 
nach Par all elkr eisen sie berührend, und ihre Umformungen 
durch reeiproke Radienvectoren somit als die Umhüllungen 
Dupin'scher Kugelreihen oder alsCycliden. Die Relation 

1 — * ^ "ä g^ßl^* die AbhängigkeitzwischendenZahlen 

der Kugeln in zwei so zusammengehörigen geschlos- 
senen Ringen und spricht damit zugleich aus, d'aas aus 
der Geschlossenheit des einen die des andern noth- 
wendig folgt. Aber es musa hier mit, diesen Andeutungen 
genug sein. 

170. Nach der Betrachtung eines der gleichseitigen ein- 
fachen Rotatioushyperboloide, die nach Art. 156 f. durch den 
Kegelschnitt gehen, wollen wir nun die Gesammtheit der- 
selben in's Auge fassen unter Verbindung mit der Parallel- 
verschiehung der Tafel nach ihren jeweiligen Kehllcreisen, bei 
welcher sich der Kegelschnitt in der Tafel nicht ändert. Die ' 
jeweiligen Bildkreise der Kegelschnittpunkte sind rechtwinklig 
zu dem entsprechenden Kehlkreise, oder unter ihren Radien 
sind zwei seiner Tangenten nach Lage und Grösse, die Ortho- 
gen alprojectionen der zwischen dem entsprechenden Punkte 
des Hyperboloids und der Ebene seines Kehlkreises liegenden 
Stücke der zugehörigen geraden Erzeugenden und der Höhe 
jenes Punktes über dieser Ebene gleich. Da nun für zwei 
beliebige Lagen der Tafelebene in allen Punkten zwischen 
denselben die Summe und in allen Punlrten ausserhalb ihres 
endliehen Zwischenraumes die Diiferenz der Abstände von 
ihnen conatant ist, nämlich gleich dem Abstände der Ebenen 
von einander — in den Punkten dei einen oder andern Ebene 
selbst, wo der eine Abstand Null ist, gehen Summe und Difle- 
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renz in einander über — so gilt fär irgend zwei den Kegel- 
schnitt in der Tafel reell doppelt berilhrende Kreise, welche 
die Kehlkreise von zwei durch den Kegelschnitt im Räume 
gehenden einfachen gleichseitigen Rotationshyperboloiden sind, 
das Gesetz, daas für alle Punkte des Kegelschnitts in 
der Tafel die Summe oder die Differenz der Längen 
der Tangenten constant ist, welche von ihnen an 
jene Kreise gehen; näher für die Ellipse in der Art, dasa 
für alle Pimkte derselben zwischen den Berühr ungs stellen des- 
selben Kreises die Differenz und für die Punkte zwischen 
einer Berührungsstelle der einen und der benachbarten des 
andern Kreises die Summe constant ist; für die Hyperbel 
ebenso, falls (Fig. 86*, Tafel XIV T^, T^) die Berührungspunkte 
beider betrachteten Kreise demselben Aste angehören und als 
zwischen einem Beruh rungspunlite des einen und der benach- 
barten des andern gelegen der endliche Bogen vom einen zum 
andern angesehen wird; dagegen, falls die Berührungspunkte 
des einen und des andern Kreises zu dem einen und dem 
andern Aste gehören (Fig. Se**, Tafel Tj, Tg*) so, dass für 
die Punkte der endlich begrenzten Theile beider Aste die 
Summe und für die Punkte der unbegrenzten Theile die Diffe- 
renz constant ist ■ — in jedem Falle natürlich dem normalen 
Abstände der zugehörigen Lagen der Tafel gleich, also resp. 
Ti und Ta in (Fig. 86*), Tj und T^ (Fig. 86^) nnd Ti, T/ 
ebenda; in den Berühmngsstellen findet der Übergang von 
Summe zu Differenz statt. 

Wenn die angenommene Lage der Tafelebene durch einen 
Scheitel des Kegelschnitts im Baume geht, so fallen die beiden 
Berührungsstellen des zugehörigen Kehlkreises in 
Scheitel zusammen, der zugehörige Kehlkreis hat eine \ 
punktige Berührung oder steht in Osculation zweiten 
Grades mit dem Kegelschnitte im Scheitel; die Länge seines 
Halbmessers wird durch die gerade Linie der Kegelspitzen SS 
auf der Horizontalen durch den Scheitel abgeschnitten. Die 
Mittelpunkte dieser Kreise oder die den Scheiteln ent- 
sprechenden Krümmungsmittel punkte begrenzen auf der Haupt- 
axe des Kegelschnittes die Strecke, welche reelle Mittel- 
punkte doppelt berührender Kreise enthält; l>ei der Ellipse 
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die endliche Strecke zwischen iliiien, bei der Hyperbel die 
uneDdliche ausserhalb derselben; für jeden Punkt der andern 
Streekenthejle als Centrum ist der doppelt berührende Kreis 
ims^när. 

Da für die durch E resp. ^ gehende Tafel das centrische 
Rotationshyperboloid durch den Kegelschnitt die Greuzform des 
Kegels hat, 90 sind die Brennpunkte des Kegelschnitts als 
doppelt berührende Kreise desselben vom ßadius Null 
anzusehen; die zugehörige Spur der Ebene des Kegeiseiinittes 
in der Tafel ist die entsprechende Directris, Die Eigenschaft 
von den Tangentenlängen geht bei der Ellipse richtig in die 
Constanz der Summe, bei der Hyperbel der Differenz der 
lladienTectoren über ~ denn ein Übergang vom einen zum 
andern findet nicht statt und die Ellipse liegt ganz zwischen, 
die Hyperbel ganz ausserhalb der durch S nnd K gelegten 
Tafelebenen T^, Tg. 

Aus zwei Kreisen, welche den Kegelschnitt doppelt 
berühren und der constanten Länge der algebraischen 
Tangentensumme kann der Kegelschnitt construirt 
werden — die Durchdringung zwischen zwei einfachen Hyper- 
boloiden bei gegebenem Abstände der Äxen und der Kehlkreis- 
ebenen sowie den Kehlkreisradien; ist sie der Länge der inneren 
oder äusseren gern eins amen Tangenten gleich, so erhält man 
offenbar diese selbst als den zugehörigen Kegelschnitt. Man 
sehliesst daraus: Wenn drei Kreise so liegen, dass drei 
der ihnen in Paaren gemeinsamen Tangenten durch 
einen Punkt gehen, so gehen auch die drei andern 
durch einen Punkt. 

Wenn man den einen Berührungspunkt des Kegel sclinitts 
mit einem seiner doppelt berührenden Kreise mit seinen 
Brennpunkten und mit dem Mittelpunkte dieses Kreises durch 
gerade Linien verbindet, so ist die letzte eine Halbirungslinie 
der Winkel der ersten, und ein Kreis (aus einem Punkte der 
Nebenaxe des Kegelscbnitts) durch die Brennpunkte und den 
betrachteten Berührungspunkt schneidet die Nebenaxe in dem- 
selben Punkte F mit jenem Radius des Berührungskreises. Tu 
Fig. 87, Tafel XV ist für die elliptische Durchdringung inid 
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den doppelt berührenden Kreis P dieser Kreis und der Punkt 
i' der Nebenase angegeben. 

171. Betrachten wir seHiesslieh den Kegelschnitt als 
Durchdringung von Kegel und Hyperboloid oder von 
zwei Hyperboloiden, einfachen oder zweifachen, so ist, weil 
diese Flächen Rotationsflächen mit parallelen Axen sind, das 
System der zu diesen normalen oder der zur Tafel parallelen 
Ebenen das natürliche System der Hülfsebenen; man constmirt 
dann den Kegelschnitt aus den Paaren seiner gleichen Bildkreise 
mit zur Spur seiner Ebene parallelen Centralen. Für Kegel 
und Hyperboloid haben diese Bildkreise mit der Öpnr des 
Kegels Berührung, mit der Spur des Hyperboloids Schnitt 
unter constantem reellen oder imaginären Wmkel, je nach- 
dem dasselbe ein einfaches oder zweifaches ist; im letzten 
Falle, wo bei geeigneter Lage der Tafel diebC Spur auch un- 
endlich klein oder auch imaginär sein kann, tritt auch der 
Fall des Schnittes eines imaginären Kreises unter con&tantom 
Winkel mit der Berührung an einen Kreis als Entstehungs- 
art des Kegelschnittes auf; und wenn insbesondere die Tafel 
die Hauptebene des betheiligten Hyperboloids ist, der recht- 
winklige Schnitt der Bildki'eise mit dem Kehlkreise resp. der 
diametrale Schnitt derselben mit dem Scheitelltreise oder der 
Spur der Scheitel beruh ruugsku gel. Für zwei Hyperboloide 
ist das Bildkreiasystem des Kegelschnitts das System der 
Kreise, welche die beiden Spurkreise unter vorgeschriebenen 
Winkeln schneiden und wird aus seinen Paaren gleicher 
Kreise mit zur Spur seiner Ebene parallelen Centralen ge- 
bildet. Für eine bestimmt« Lage der Hülfsebene H erhalten 
wir als sie bestimmend ihre Schnittlinie mit der die beiden 
Axen verbindenden Ebene als ein Perpendikel zu diesen und 
daher ihre Schnitte mit den in der Axenebene Hegenden 
Meridianhyperbeln nach Art. 66, 75, Fig. 33, 39; durch sie 
als ihre Abstände von den zugehörigen Axen die Eadien der 
Parallelkreise, nach welchen H die Flächen schneidet, und 
in den Durchschnittspunkten dieser beiden Parallelkreise die 
Mittelpunkte der beiden Bildkreise; ihre Radien sind dem 
Abstände der Hülfsebene H von der Tafel gleich. Die zu- 
gehörigen Tangenten des Kegelsehnittes werden als Durch- 
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sclmHta liniert der Tangentialebenen beider Flächen im be- 
trachteten gemeinsamen Punkte erhalten. 

Von den speciellen Fällen der Durchdringung bei ge- 
gebener Lage und Art der durchdringenden Flächen wollen 
wir zuerst den bemerken, wo beide Flächen dieselbe Äxe 
haben; gleichviel ob Hyperboloid «nd Kegel oder zwei Hyper- 
boloide und ob einfache oder zweifache Hyperboloide, ist der 
im Endlichen gelegene Theil der Durchdringung ein Kreis. 
Sodann — also mit Übergebung der besonderen Fälle der 
Parabel und der gleichseitigen Hyperbel — ■ den Fall, wo die 
eine Fläche ein Kegel S, Cj und die andere ein durch 
seine Spitze gehendes Hyperboloid (Äxe a und Mittel- 
punkt 'M) ist; dann hat das Hyperboloid, wenii es ein ein- 
faches ist, die beiden von der Kegcispitze ausgehenden ge- 
raden Mantellinien, die Geraden nach den Schnittpunkten der 
Bpurkreise beider Flächen in ihrer Potenzlinie s, mit dem 
Kegel gemein (Fig. 88), ist es aber ein zweifaches (Fig. 89) 
ao ist die Spitze des Kegels der einzige reelle Punkt, der 
Durchdringung im Endlichen; doch ist die Ebene der Durch- 
dringung bestimmt, denu die Potenzlinie s zwischen den Spur- 
kreisen des Kegels und des Hyperboloids ist ihre Spur. Man 
hat also als specielle Formen des Kegelschnittes das reelle 
und das imaginäre Paar von geraden Linien gefunden 
— wie dies im Grunde genommen schon im vorigen Art. 
mit den gemeinsamen Tangenten der gegebenen doppelt be- 
rührenden Kreise geschehen ist. Die zugehörigen Brennpunkte 
sind im Schnittpunkte der Geraden vereinigt. Offenbar können 
auch zwei einfache gleichseitige ßotationshyper- 
boloide mit parallelen Axcn einen Punkt, die zugehörige 
Tangentialebene und somit die beiden zugehörigen Mantel- 
iinien gemein haben, womit derselbe Fall gegeben ist; nud 
wenn wir bemerken, dasa die gemeinsame Tangentialebene 
als durch den Berührungspunkt gehende Normalebene seiner 
Meridiane (Art. 90) in beiden Flächen das Zusammenfallen 
der letzten fordert, so erkennen wir, dass auch der Spccial- 
fall der auf einen reellen Punkt beschränkten Durchdringung 
bei zweifachen Hyperboloiden existirt; die Meridianhyperbeln 
in der Verbindungsebene beider Axen haben einen Punltt P 
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und flip /ugfhüiige Tangente t gemein und diese Tangente 
ist zu jenen Äsen unter einem 45" üb er steigen den Winkel ge- 
neigt, wie im ersten Fall unter einem kleinem. Die Be- 
utimmung der Meridiane aus diesen Daten erfolgt nach Art. 67, 
Fig 35, die namlielie Figur giebt beides, wenn das erstemal 
die Nehenaxen und das zweitemal die Hauptaxen der Hyperbeln 
als die gegebenen Rotationsaxen der Hyperboloide angesehen 
werden — die Figg. 90, 91 ski/.ziren beide Fälle einzeln. Da- 
mit kann der elementare Tbeil der Theorie der Kegelschnitte 
für eiledigt angesehen werden und über diesen wollen wir 
nicht hinausgehen Die Stellung derselben /.u allen Haupt- 
d,nfgaben dieser Schrift ist vollständig geklärt. Wir wenden 
uns zu cini>i 

SchlusBbetraclitung über die Geometrie der Kreise 

auf der Engel. 
112, Tn Art. 115 ist bereits die Bemerkung gemacht 
worden, daas die gewonnenen planimetriachen Ergebnisse sich 
durch die Transformation mittelst reciproker Hadien in dio 
Sphärik fibertragen. Aber wir wollen schliesslich die da- 
bei massgebenden Vorstellungen etwas genauer erläutern. 
Wir wissen, dass die Transformation durch reciproke Radien 
aus einem bestimmten Anfangspunkte und mit gegebener 
Potenz Kugeln in Kugeln, Ebenen und gerade Linien in 
Kugeln und Kreise durch das Centrum überführt und dass 
dabei zwischen der Original- und Biidfigur Gleichheit der 
entsprechenden Winkel besteht. Wir betrachten daher, wenn 
die Originaifigur ein ebenesi System von Kreisen ist, jeden 
dieser Kreise als Hauptkreis einer Kugel, die also in ihm 
die Ebene orthogonal durchschneidet und zu seinen Polen 
die durch ihn dargestellten Punkte hat; dann verwandelt die 
Transformation die Ebene in eine Kugel, welche den Anfangs- 
punkt enthält und jede dieser Kugeln in eine zu ihr in allen 
Punkten ihres Durchdringungskreises, des Bildes vom eben 
betraJihteten gegebenen Kreise, orthogonaleKugeh Insofern 
die Figuren der Ebene dadurch auf die ihr entsprechende 
Kugel durch den Anfangspunkt von diesem aus projicirt wer- 
den und umgekehrt die der Kugel auf die EbenP, benennt 
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man diesen Zusainmeuhang als die stereograpliisclie Pro- 
jectioD der Kugel; für einen Punkt der Kugel über fläche 
als Centrum ist die Projections ebene oder Bildebene als eine 
der zu seinem Durchmesser normalen Ebenen zu wählen, 
etwa auch als die zu ihm normale Diametralebene; die Di- 
rectrixkugel der entsprechenden reciproken Radien ist die 
um das Projectionscenfcrum beschriebene Kugel des Büschels, 
welches die gegebene Kugel und die gewählte Bildebene be- 
stimmen, im letztgedachten Falle also die Kugel vom Radins 
r y2 für r als den Radius der gegebenen Kugel. Weil für 
irgend einen Kreis auf der Kugel der Mittelpunkt der durch 
ihn gehenden Orthogonalkugel zur gegebenen der Pol seiner 
Ebene in Bezug auf die Kugel oder die Spitze des zugehö- 
rigen Berührungskegels ist und der Mittelpunkt des Kreia- 
bildes auf der Projectionsebene iu dem vom Anfangspunkte 
nach diesem Punkte gebenden Strahle liegt, so hat man den 
Satz, dass das Bild des Pols vom Originalkreise auf 
der Kugel der Mittelpunkt des zugehörigen Bild- 
kreises ist, als einfachen Ausdruck des betrachteten Zu- 
sammenhangs. Coneentrische Kreise der Bildebene 
entsprechen daher, weil der aus dem Anfangspunkte nach 
ihrem gemeinsamen Centrum gezogene Strahl c die Mittel- 
punkte der durch die Öriginalkreise gehenden Ortho gonallmgeln 
zur gegebenen oder die Pole der Originaikreisebenen ent- 
halten mnsB, den Kreisen, we'lche die durch die Polargerade c* 
jenes Strahles gebenden Ebenen aus der Kugelfläche schneiden; 
wobei wir erinnern, dass die Polargerade als Durchschnitts - 
linie der beiden Tangentialebenen der Kugel in den Schnitt- 
punkten mit dem gegebenen Strahl erhalten wird — weil 
hier der letztgenannte die Kugel stets durchschneidet. Unter 
diesen Bildkreisen ist die unendlich ferne Gerade der Bild- 
ebene als Bild des unendlich kleinen Kreises in der Tan- 
gentialebene im Anfangspunkte. Das für alle die betrach- 
teten eoncentri sehen Bildkreiae gemeinsame Durchmesser- 
system repräaentirt die Gesammtheit derjenigen Kreise auf 
der Kugel, welche von den Ebenen des Büschels von c aus 
ihr geschnitten werden, d. h, die Kreise der Kugel durch 
zwei feste Punkte auf derselben (der eine als Anfangspunkt). 
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Die durch dieselben gehenden Orthogonalkugeln der ge- 
gebenen bilden ein Büschel mit Grundpreis, dessen Centrale 
die Gerade c* ist; in der zu c* normalen Diametral ebene 
liegt jener Grundkreis, und die beiden Schnitte des Strahls c 
mit der Kugel sind auch seine Schnitte mit derselben; jede 
Ebene durch c* enthält eine der gleichseitigen Hyperbeln, 
■welche dieses Büschel repr'äsentiren. 

Ahnlich für das System des Büschels der Kreise in den 
Ebenen durch c*. Die Kreise des einen Büschels schneiden 
die des andern rechtwinklig, weil die Durchmesser und die 
concentrischen Kreise es thun. Wir haben damit einen Spe- 
cialfall der allgemeineH Figur der sphärischen Büschel voraiis- 
genommen, lUe wir nun betrachten wollen. 

173. Es sei in der Tafelebeno ein Büschel von Kreisen 
mit Gruudpunkten gegeben — das zu ihm eonjugirte Büschel, 
welches dieselben Punkte zu Grenzpunkten hat, ziehen wir 
vorläufig nicht in Betracht — und werde in der Normal- 
ebene zur Tafel durch seine Centrale der Anfangspunkt der 
reciproken Radien und rhit der von da zur Tafel gehenden 
Normalen als Durchmesa erläge bei beliebigem Radius der 
Hauptkreis K der der Tafelebene entsprechenden Kugel ge- 
dacht. In derselben Normalebene — wir wollen sie als Haupt- 
ebene der Figur bezeichnen — Hegen daim auch die Punkte 
der repräsentir enden Hyperbel des Kreisbuscheis als End- 
punkte der zur Tafel normalen Durchmesser der Kugeln des 
Kugelbüschels, und wenn wir die erwähnten Pigurentheile 
mit dieser Ebene in die Tafel niederlegen, so haben wir in 
der Figur von der Transformation des Büschels darch reci- 
proke Radien zugleich das Wesentliche der hier zu bildenden 
Figur. Die Endpunkte Äj B des in der Centrale liegenden 
Durchmessers von einem Kreise des Büschels geben auf den 
von ihnen nach dorn Anfangspunkte gehenden Strahlen im 
Kreise K die entsprechenden Punkte Ä', JB', und die /liese ver- 
bindende Sehne ist der Durchmesser und repräsentirt zu- 
gleich die Ebene des entsprechenden Kreises auf der Kugel. 
Diese Sehnen sehneiden sich sämmtlich in einem Punkte und 
die zugehörigen Ebenen in der durch ihn gehenden Normale 
zur Hauptobene; die Schnittpunkte derselben mit der Kugel 
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über K sind die entsprechenden M', M*' der Grundpunkte 
M, M* des ebenen KreisMschels oder die Grundpaukte des 
sphärischen Kreisbüschels; da die Pole dieser Sehnen im 
Kreise K sämmtlich in der Polare des Schnittpunktes liegen 
und da diese zugleich der Ort der Pole jener Ebenen in Bezug 
auf die Kugel K über K ist, so erkennen wir in dieser Polare 
die Centrale des transformirten Kugelbüsehela oder 
des Büscliela der durch die transformirten Kreise gehenden 
Orthogonalkugeln zu K; dasselbe ist wie das gegebene ein 
Büschel mit Gruudkreis und die Durchschnittspunlde des- 
selben mit der Kugel K sind die Grundpunkte M', M*' des 
sphärischen Büschels, Dass die Sehnen A' B' durch einen 
Punkt gehen, ist der Ausdruck des Fortbestehens der In- 
volution der Paare AJi in der durch reciproke Radien trans- 
formirten Figur. (Art. 111.) 

Denken wir nun das conjugirte des ursprünglichen 
iBüsehela in der Ebene, für das M, M* die Grenzpunkte 
oder Nulllireise sind, so sind dieselben zugleich die Grenx- 
puulcte und Nnllkugeln für das zugehörige Kugelbüsehel, und 
daher sind auch M', M*' die Nullkugeln und Greuzpuukte 
für das transformirte des Kogelbftsehels; die zur gegebenen 
Kugel K orthogonalen Kugeln, die ihre Mittelpunkte in der 
Geraden M'M*' haben (die also nur reell sind für die ausser- 
halb der endlichen Sti-ecke M' M*' gelegeneu Punkte derselben 
als Mittelpunkte), schneiden aus ihr die Kreise des zum vorher 
betrachteten orthogonalen und conjugirten sphärischen Bü- 
schels aus. Wir saheu, dass in dem betrachteten Falle die 
'Centralen der conjugirten Büschel — nämlich die Centralen 
der zugehörigen Büschel von zur betrachteten Kugel ortho- 
gonalen Kugeln durch dieselben — conjugirte Gerade in Bezug 
auf die Kugel sind; n'ämlich zwei Gerade, von denen jede die 
Polarebenen der Punkte und daher auch die Pole der Ebenen 
der andern enthält. Und es ist nun leicht zu erkennen, dass 
unsere specielle Entwickelung diese Relation allgemein be- 
gründet: Jedes Paar conjugirter Geraden in Bezug auf 
dieKugel liefert durch die zu ihr orthogonalenKugeln 
aus den Punkten der einen ein sphärisches Büschel 
von Kreisen und durch die zu ihr orthogonalen Kugeln 
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aus den Punkten der andern das zu jenem conjugirte 
undorthogonale sp h äri s ch e B fisch el von ICr eisen: Denn 
zwei conjugirte Gerade in Bezug auf eine Kugel sind zu ein- 
ander rechtwinklig, die vom Mittelpunkte der Kugel nach der 
einen von ihnen gehenden Ebene ist normal zu der andern; 
die eine von ihnen schneidet die Kngel in den Berührungs- 
punkten der Tangentialebenen, die dufch die andere an' iäie 
gehen. Denken wir also die Nornialebene zu der die Kugel 
schneidenden unter den beiden Geraden als die Hauptebene 
der vorigen Betrachtung, so kommen wir auf diese zurück, 
wenn wir als Tafelebene eine beliebige Kormalebene dieser 
Hauptebene einführen. 

Es ist damit klar, dass für die Paare eonjugirtcr Kreis- 
büachel der Ebene, von deren Centralen keine mit dem An- 
fangspunkte durch eine Normalebene zur Tafel verbunden wird, 
eine besondere Betrachtung nicht geführt zu werden braucht. 
Es ist ferner klar, dass zwei Kreise einer Kugel sowohl daß 
Büschel, zu dem sie gehören, als auch das demselben con- 
jugirte und normale sphärische Büschel bestimmen; wenn 
wir sagen, jeder Kreis des einen liege in einer Ebene durch 
die Pole von irgend zwei Kreisen des andern, so haben wir 
damit nur den bezüglichen Theil der vorigen Betrachtungen 
in anderen Worten ausgedrückt. 

Wenn diese bestimmenden Kreise sich berühren, so ist 
ihre Schnittlinie eine Tangente der Kugel und die Ver- 
bindungslinie ihrer Pole ist die zu ihr normale Tangente der- 
selben im nämlichen Punkte — conjugirte Tangenten; mau hat 
die apeciellen conjugirten Büschel, welche den linearen Sy- 
stemen unter 45" als Grenzformen der eonjugirten Hyperbehi 
(Art. 94) auf der Kugel entsprechen, 

174. Wir wissen, dass zwei Kreise der Ebene mit den 
Ähnlichkeitspnnkten A und J als Nullkreisen zwei lineare 
Reihen bestimmen, mit zwei reellen oder nicht reellen ge- 
meinsamen Tangenten; es ist klar, dass sie als Hauptkreisc 
von Kugeln mit denselben Punkten ^, J, die auch deren Ähn- 
lichkeitspunkte sind, als Nullkugeln und den von ihnen als 
Spitzen oder Mittelpunkten ausgehenden Berührungskegeln die 
entsprechenden linearen Kugelreihen liefern. 



y Google 



Winkelsthnitt imd Bphilrisctc Kegelscliiiittii. 174. 247 

Wenn wir Kiiuächst nur zwei der Kreise rcäpective Ku- 
geln Kl, Ks und die entsprechenden transformirten Kreis« 
K^', K/ auf der Kugel K, sowie die zugehörigen Orthogonal- 
kugeln von dieser betrachten (K^', K/ sollen sie auch be- 
zeichnen), so ist ersichtlich, dass diese beiden weil von K 
orthogonal geschnitten als einander entsprechend nach reci- 
proken Radien für jeden ihrer Ähalichkeitspunkte A, J als 
Anfangspunkt und die zugehörige Potenzkugel A resp. I 
als Directrix derselben anzusehen sind, während die Kugel 
K in der Art sich selbst entspricht, dass von den zwei 
Schnittpunkten eines beliebigen Ähnlichkeitsstrahles mit ihr 
immer der eine der entsprechende des andern nach der zu- 
gehörigen Abbildung durch reciproke Radien ist. Somit ent- 
sprechen die beiden Schnittkreise k/, K^' einander in denselben 
beiden Abbildungen durch reciproke Radien; die projici- 
renden Strahlen oder Radien der Punkte des einen schneiden 
auch den andern, oder durch zwei Kreise einer Kugel 
gehen zwei Rotationskegel mit den Ähnlichkeit sp unk- 
ten der zugehörigen Orthogo'nalkugeln als Spitzen; 
jede Ebene, die den einen von beiden Kreisen berührt, muss 
auch den andern berühren, und der Kreis, in welchem eine 
solche Ebene die Kugel K durchschneidet, berührt beide 
Kreise K^', k/ in Punkten, deren gerade Verbindungslinie 
nach dem zugehörigen Ähnlichkeitspunkte als der Spitze des 
Kegels gebt; die so auf Ebenen aus A entstehenden Kreise 
berühi'cn die gegebenen gleichartig, die auf den Ebenen 
aus J ungleichartig. Nach dem Vorigen schneiden die 
Ebenen durch die Grade AJ als Centrale der Orthogonal- 
kugeln die Grundkugel K in Kreisen, welche zu beiden Kreisen 
Kl', Ka' orthogonal sind, und es ist nun evident, dass die 
Schnittpunkte eines solchen Kreises mit ihnen in Paaren auf 
geraden Linien aus A und aus J liegen müssen. 

Es gilt aber offenbar ganz allgemein, dass zwei Kreise 
derselben Kugel die nämlichen Winkel mit einander 
einsch Hessen, wie die zugehörigen Orthogonalkugeln 
derselben; und wir erkennen damit, dass alle Ebenen durch 
den Punkt A resp. den Punkt J die Grundkugel K in 
Kreisen schneiden, welche mit den Kreisen k/ und K/ 
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gloiclio Winkel bilden; insbesondere liefert das Ebencnbiiiidel 
aus Ä die Gesammtbeit der gleicbartig und das Bündel 
aus 3 die Gesammtbeit der ungleicbartig gleicb winklig sebnei- 
denden Kreise zu den gegebenen, beide zweifach unendlich 
anZalil; auch ihre Schnittpunkte mit denselben liegen in 
Paaren auf geraden Linien durch den entsprechenden Ahn- 
lichkeitspunkt, 

Die Verbindung dieser Ergebnisse mit einer iinserer 
Theorie der Kegelschnitte in der Ebene analogen Theorie 
sphärischer Kegelschnitte ist leicht zu erkennen; die 
sphärischen Centra unserer Kreise sind die Punkte von 
solchen. 

175. Drei Kreise Kj, K^, K^ einer Ebene bestimmen 
einen gemeinsamen Orthogonalkreis O und ein N etz von Kreisen 
K,-, damit auch die Kugeln eines zweifach unendlichen Sy- 
stems mit gemeinsamer Centralebene und Orthogonalkugel 
oder eines Kugelbündels. Die Transformation durch reciproke 
Radien verwandelt dasselbe in die zweifach imendliche Ge- 
sammtheit von Kugeln, welche zu der der Ebene' entsprechen- 
den Kugel K und zu einer zu ihr orthogonalen Kugel O' au- 
gleich oi-tbogoual sind; dieselben haben ihre Centra in der 
Potenzebene P der beiden Kugeln, die wegen der Orthogo- 
nalität derselben zugleich die Polarebene vom Centrnm der 
einen in Bezug auf die andere ist. Jeder Punkt Ä dieser Ebene 
ist Centrum einer zur Kugel K orthogonalen Kugel, welche 
aus dieser einen Kreis des Systems ausschneidet, für dessen 
Ebene a' der gedachte Punkt der Pol ist; die Ebenen dieser 
Kreise gehen daher sämmtlieh durch den Pol 0' der 
Ebene P. Das ist die einfache Anschauung der zu einem 
Kreise der Kugel orthogonalen Kreise derselben, sie führt zu 
der vorigen von den sphärischen Büscheln zurück, oder des 
sphärischen Netzes, wie leicht zu sehen: Den Strahlen durch 
den Pol 0' entsprechen eonjugirt« Strahlen in der Ebene P, 
jedes solche Paar ein Paar Centralen von conjugirten Bü- 
scheln im Sinne des vorigen Artikels. Den Punkten der Ebene P 
entsprechen Polarebenen durch den Pol 0'; eine solche Ebene, 
d, h. die Ebene eines dem vorerwähnten Netze angehorigen 
Kreises, ist die Centralebene eines neuen Kugelbündels und 
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eines neuen sphärischen Netzes, ku welchem der Orthogoiial- 
kreia des ersten gehört; solcher Netze gehören somit zu einem 
gegebenen zweifach unendlich viele. Den Geraden der Ebene P 
sind Strahlen durch 0' conjugirt; diese liefern Büschel, welche 
an den im betrachteten Netze enthaltenen conjngirt sine!; 
durch die eine von zwei solchen Geraden gehen einfach un- 
endlich viele Ebenen, deren Pole in der andern liegen; die 
Netze, welche jenen Ebenen entsprechen, enthalten das Büschel 
der einen und sind als conjugirt zu dem Büschel der aiidern 
au betrachten. lu dieser Weise sind die Relationen der 
Polarität in Bezug auf die Kugel zugleich die Be- 
ziehungen der Orthogonalität der Kreissysteme auf 
derselben; die Netze aus conjugirten Punkten und 
Ebenen, d.h. Pimkten, von denen jeder auf der Polarebene 
des andern liegt, sind oi-thogonal zu einander, der Orüiogoual- 
kreis des einen gehört dem andern an; die Büschel aus 
conjugirten Geraden sind conjugirt oder orthogonal; eiu 
Büschel und ein Bündel sind orthogonal, wenn das con- 
jugirte des ersten dem zweiten angehört; etc. Es ist nicht 
schwer, den besonderen Fall näher zu erläutern, wo das 
Centrum des Netzes der Kugel angehört und daher der Be- 
rührungspunkt seiner Centi'alebene ist — der der Speciaiform 
der konischen Netze in der Ebene entspricht. Und wenn 
wir davon ausgingen, dass drei Kreise einer Ebene ein Netz 
von Kreisen in derselben bestimmen, so thun dies auch drei 
Kreise derselben Kngel; die Ebene, in welcher die Mittel- 
punkte der sie enthaltenden Orthogonal kugeln zur Grund- 
kugel liegen, oder die Ebene der Pole ihrer Ebenen, ist die 
Centralebene dea Netzes, der Durchschnittspunkt ihrer Ebenen 
selbst der zugehörige Pol. Jede zwei Kreise eines solchen 
Netzes bestimmen ein demselben angehijriges Büschel, etc. 

17W, Drei Kreise auf einer Kugel K^, Kg, K3 bestimmen 
drei zu derselben orthogonale Kugeln, die durch sie gehen, 
und damit drei Paare von Ähnlichkeitspunkten Ä^,J^; .. 
derselben in der Ebene ihrer Centra oder der Poiarebene 
des Schnittpunktes ihrer Ebenen und viermal zu drei in einer 
geraden Linie oder Ähnlichkeitsaxe s^, 3^,3.^,3^ gelegen; 
nach Art. 174 schneiden die Ebenen der Büschel mit diesen 



y Google 



250 V. SphluBBbetrachtmig über dio Sphätik, 177. 

als Scheitelkanten alle die Kreise aus der Kugel aus, wcldic 
mit den drei gegebenen gleiche Winkel bilden, mit Unter- 
scheidung der Gleichartigkeit und Ungleiehartigkeit 
dieses Schnittes ganz wie in Art. 102. In jedem dieser vier 
sphärischen Büschel sind zwei von den acht berührenden 
der drei gegebenen Kreise enthalten. 

Fügen wir den drei Kreisen der Kugel einen vierten K, 
beliebig hinzu, so erhalten wir die gleichwinklig sehneiden- 
den des Tripels 'K^,K^,Ki wiederum in vier Büschel ver- 
theilt und finden als gemeinschaftlich diesen und den vorigen 
die acht Kreise, welche mit den vier gegebenen 
einerlei Winkel bilden; dieselben werden somit diu^ch 
die acht Ähnlicbkeitsebenen der vier Ortliogonalkngeln der 
gegebenen durch die Kreise Kj, . . K^ aus dieser ausge- 
schnitten; etc. 

Die Vorschrift, dass gegebene lü-eise unter vorgeschrie- 
benen Winkeln geschnitten werden, fnlii-t auch hier auf Sy- 
steme zweiten Grades; weil es unter den zweifach un- 
endlich vielen Kreisen der Ebene, die einen gegebenen Kreis 
unter vorgeschriebenem Winkel sehneiden und somit auch 
unter den über ihnen als Hauptkreisen beschriebenen Kugeln 
stets zwei giebt, die einem bestimmten Büschel angeh'ören 
— und nicht nur einen, wie in einem Netz oder einem zwei- 
fach unendlichen Systeme ersten Grades — so ist dies auch 
auf der Kugel der Fall. Die Ebenen solcher Kreise umhüllen 
daher eine Fläche zweiten Grades und es ist anschaulich 
evident, dass dieselbe eine Rotationsfläcbe iim den zur 
Ebene des Grundkreises normalen Durchmesser als Axe sein 
muss. Wenn wir insbesondere gefunden haben, dass die ein- 
fach unendlich vielen Kreise der Ebene, welche zwei feste 
Kreise unter gegebenen Winkeln schneiden, zwei feste Kreise 
des durch jene bestimmten Büschels berühren und einen Kreis 
desselben orthogonal, jeden andern aber unter constantom 
Winkel schneiden, so gilt Alles dies wiederum auf der Kugel. 
Wir wollen noch erinnern, dass auch die planaren Sy- 
steme mit von 45" verschiedenen Neigungen zu den Systemen 
vom zweiten Grade gehören. 

177. Wenn wir aber endlich auch für alle diese auf Berüli- 
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i'UDg oder Schnitt von Kreisen unter vorgescliviebenen Winkeln 
bezüglichen Probleme der sphärischen Geometrie die graphi- 
sche "Durchführung verlangen, so ist auch dieser Forderung 
nach dem Vorigen einfach zu genügen — mittelst dar sterco- 
graphischenProjection, Ist eine Kugel K und auf derselben 
ein System von Kreisen K^^Kg, ..-. gegeben, so wählen wir etwii 
eine Diametralebene der Kugel zur Zeichnungsebene und den 
einen Endpunkt des zu ihr normalen Durchmessers zum Anfangs- 
punkte der reciproken Radien oder zum Cenh'um der stereo- 
graphischen Projeetion; wir bestimmen sodann zu jedem der 
gegebenen Kreise auf der Kugel den entsprechenden Kreis 
in der Z ei chnungs ebene uud lösen für die so erhaltene Gruppe 
von Kreisen das Problem nach den für die Kreise der Ebene 
entwickelten Methoden; wir erhalten die stereographisclie 
Projeetion des bezüglichen sphärischen Systems und daraus 
dieses selbst. Man sieht leicht, wie hierbei durch geeignete 
Wahl des Centrums der stereo graphischen Projeetion auf der 
Kugel und also der Stellung der Z ei climmgs ebene Verein- 
fachungen erzielt werden können; offenbar vor allem durch 
die Wahl des Centrums imDurchsehuittspunkte son zweien 
der gegebenen Jf reise, als wodurch diese in gerade Linien 
der Tafel übergehen. Das allgemeine Schnittwinkelproblem 
des Art. 126 wird dadurtJi reducirt auf die Bestimmung der 
Kreise der Ebene, welche zwei Gerade und einen Kreis unter 
den jeweilig vorgeschriebenen Winkeln schneiden; das Apol- 
lonische Problem auf der Kugel auf die Construction der be- 
rührenden Kreise zu Kwei geraden Linien und einem Kreis in 
der Ebene; die Aufgabe des Art. 107 auf der Kugel auf die 
Construction der Kreise der Ebene, welche ein Paar von 
geraden Linien und zwei Paare von Kreisen unter je gleichen 
Winkeln durchsehneiden, etc. Insofern aber keine zwei der 
gegebenen Kreise reelle gemeinsame Punkte besitzen, kann 
die Reducfcion solcher Probleme in einer zweiten Art ge- 
schehen, indem man nämlich zwei solche Kreise in concen- 
trische verwandelt (Art. 172); die gerade Verbindungslinie 
der Pole ihrer Ebenen schneidet dann die Kugel K in zwei 
reellen Punkten, weil die Schnittlinie dieser Ebenen selbst 
sie nicht schneidet — und für jeden dieser Punkte als Gen- 
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ti-uni werden offenbar diß stereographischen Projcctionen der 
betrachteten Kreise concentrisch. (Vergl. Art. 80.) Auch dio 
Verwandlung von drei Kreisen der Kugel in gleiche Kreise 
ist möglich, analog wie in der Ebene. (Art. 110.) 

Wir betrachten damit unsere Aufgabe als gelöst; Die 
constructive Durchführung der Problenae unseres Gebietes ist 
durch ein einheitliches Pnncip auf Lineal- und Zirkel-OoH- 
strnctionen zurückgebracht; fÖr die Kreise in der Ebene ist 
die Centraiprojection mit einem derselben oder doch (Art. 126) 
einem nach den Bedingungen der Aufgabe daraus abgeleiteten 
als Distanzkreis die geeignetste Methode der Protection j für 
die Kreise auf der Kugel wird durch Centraiprojection aus 
eiuem Punkte auf derselben auf die zu seinem Durehmesser 
normale Diametral ebene das Problem auf ein plani metrisch es 
zurückgeführt, das wie vorher zu behandeln ist; für die 
Kugelsjsteme wird man sich zur Ausfühnmg der in Art, 117 f., 
163 f. entwickelten Constructioneu im Allgemeinen am vor- 
th eil haf testen der orthogonalen Projeetionen auf zwei zu ein- 
ander rechtwinklige Ebenen bedienen, bei deren Wahl die 
Data des Problems zur Erlangung von Yereinfachungen Be- 
rücksichtigung finden können. 

Auf die weitere Ausführung der Consei^uejizen unseres 
Princips für die Geometrie der Kreis- und Kngelsysteme und 
fÖr die Geometrie überhaupt verzichten wir dem praktischen 
Zwecke dieses Buches gemäss und um so leichter, als sie 
durch das hier Erreichte hinreichend vor gezeichnet sind; es 
erscheint genügend, dass die immer auf die einfachste 
constructive Durchführung gerichtete Verfolgung 
unserer Grundidee ungezwungen, man darf vielmehr 
sagen mit Nothwendigkeit zu dem ganzen modernen 
Bestände der bezüglichen Theoricen und praktischen 
Ergebnisse hingeführt und noch eine Reihe von Er- 
gänzungen desselhen geliefert hat. Nur der Erörterung 
eines Beispiels wenigstens in den Hauptresultaten wollen wir 
noch Raum geben. 

178. Wir wählen dazu die Figur des Peuerbach- 
schen Kreises beim Dreieck, imd besprechen sie an" Hand 
der Fig. 92, Tafel XVI, welche sie in einiger Vollständigkeit 
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enthält, indem wir jedoch für die Beziehungen des Feuer- 
bach'sehen Kreises zu den Potenzkreisen der vier deni Drei- 
eck eingeschriebenen Kreise auf Art. 106 verweisen. E^iE^jE^ 
id die Ecken des Dreiecks, KuK^jK^ die Mittelpunkte der 
; resp. Seiten EiE.^,E^Ei,Ej^E^ zwiscKen den Ecken und 
* jedesmal übrigen in den Verlängerungen berührenden 
Kreise K,, E^, Eg K^ ibt der Mittelpunkt des ein ge schrieb e- 
neh Kreises K^,. Die Ahnlichkeitsp unkte dieser Kreise in 
Paaren sind die Duichstu">E.punkte dei Verbindungslinien der 
Spitzen der über ihnen stehenden gleichseitigen Rotations- 
kegel, und in jedei dpi Ecken E^ sind ein äusserer Ähnlich- 
keitspunkt des Kreises K,, mit dem gleichnamigen K; und 
der innere Ahnliclikeitspunkt dei hei<len anderen Kreise ver- 
einigt, so dass von den set,hszehn Ahnliehkeitaaxen der vier 
Tripel der Kreise je vier in eine Dreieckseite fallen (Art. 106), 
während von den letzten vier drei die Schnittpunkte J^jJ^, J^ 
der Centralen KoK,, KoEg, KqKs mit den Seiten E^E^, E^E^ 
Ei^E^ in Paaren J^J^, J3J1, J^J^ mit einem der Schnitte 
Ay, A^, A^ von KäKg, K^Kj, K^ K^ mit E^E^, E^E^, 
£[ Eg respective verbinden, während die letzte die Gerade 
Aj^A^Ä^ ist. 

Jede der Dreiecks Seiten enthält sechs Mitten zwischen 
ihren Berührungspunkten mit den Kreisen K,- in Paaren, von 
denen immer zwei in der Mitte Mi der Seite EjEk vereinigt 
sind, während die übrigen vier in Paaren symmetrisch zu 
denselben Hegen; diese 3.6 Mitten liegen zu je drei gleich- 
namigen in den sechs Potenzlinien Sn der Kreise K,- in 
Paaren (Art. 81) und diese (mit ihnen auch jene) werden 
daher als die Perpendikel aus den Seitenmitten auf die Cen- 
tralen oder die Halbirungalinien der bezüglichen Gegenwinkel 
erhalten; da sie sich viermal zu drei in den Potenzcentren 8i 
der Kreise K; schneiden müssen (Art. 72), so bilden sie wie 
die Centralen KoK;, KjK( die orthogonalen Gegenseitenpaare 
eines vollständigen Vierecks; sie liegen also auch zu jenen 
parallel, und da die Seitenmitten Mi die Diagonalpunkte des 
Vierecks der Si, die Ecken Ei aber die Diagonalpunkte des 
Vierecks der Punkte Ki sind, so sind beide Vierecke zu 
einander Uhnlich und ähnlich gelegen für den Schwer- 
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.punkt S des Dreiecks als Ähnliclikeitspuakt und für 
(las Ähnliclikeitaverliältniss 1:2. Die zugehörigen Potenz- 
kreise Pg, . . . der Tripel K^, Kg, Kg; . . . haben selbst zu dreien 
die Ki zu ihren Potenzkreisen (Art. 130), so dass eine Gegen- 
seitigkeit der Beziehungen der Si und der Punkte K; besteht. 
Die Potenzlinien Sa sind die Spuren der Ebenen, in denen 
die sechs Durchdringungshyperbeln der Paare der über 
den Kreisen K, stehenden Rotation skegel enthalten sind und 
diese Ebenen haben somit viermal zu dreien Schnittlinien von 
einerlei Durchstosspunkt ^,. Wenn wir nun den Mittelpunkt 
Ff, des über K^ stehenden Rotationskegels als Centrum der 
Projection oder K,, als Distanzkreis denken und die Mittei- 
punkte P,* der über K^, K^, K^ stehenden Kegel auf der ihm 
entgegengesetzten Seite der Tafel voraussetzen, so sind die 
Parallelen zu den Spuren, nämlich durch den jeweiligen Be- 
rührungspunkt der Seite mit dem Distanzkreise zur Centrale 
der bezüglichen äusseren Kreise und durch den demselben 
diametral gegenüberliegenden Punkt des Distanzkreises zur 
(Jentrale des inneren mit dem dritten äusseren Kreise — als 
die Polaren des zugehörigen Ähnlichkeitspunktes und des zu 
ihm_ eentrisch symmetriachcn im Distanzkreise — die Flucht- 
linien q'ik der Durehschnittsebenen der Kegel. Und weil die 
zu benutzenden Ähnlichkeitspunkte viermal zu dreien, nämlich 
in den Tripeln ÄjJ^J^, J^Ä^J^j ^i-^a-^a, ^i^A ^^ geraden 
Linien b^,b^,b^,b^, nämlich den einzelnen Ähnlichkeitsaxen 
der Tripel der Kreise Kj liegen, so gehen ilire Polaren q'n im 
Distanzkreise viermal zu dreien durch einen Punkt Q/, nämlich 
durch die Pole (?,', Q^', Qg der drei erstgenannten Ähnlich- 
keitsaxen und durch den für den Punkt K, eentrisch - sym- 
metrischen Qu' des Pols der letztgenannten Äxe, Es schneiden 
sich somit die sechs Durehschnittsebenen der über 
K|,,Ki,K2,Kj stehenden gleichseitigen Eotationskegel viermal 
zii dreien in einer Geraden, nämlich resp, in den durch S, Q^, 
^üQi'. 'S3Q3', Sq^o' dargestellten Geraden oder sie bilden 
die Flächen eines vollständigen Vierkants, dessen ■ 
Scheitel somit der gemeinsame Punkt aller Dureh- 
schnittsebenen und somit auch aller sechs Dureh- 
dringungshyperbcln und ein gomoinssimcr Punkt aller 
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vier Kegeifiächeti ist. Der Ähnlichkeitspunkt des voliatän- 
tügen Vierecks der Sa mit dem der zu ihnen parallelen g'^ 
ist die CentralprOJectioD dieses Punktes und muss als Bild 
eines Punktes auf dem projicirenden Kegel über dem Distanz- 
kreise auf der Periplierie dieses Kreises K^, liegen; der Bild- 
kreia des Scteitelpunktea, der in diesem Punkte den Kreis K^ 
beröhrt, wird durch seinen Mittelpunkt, den Fusspuntt der 
Tafelnormale des Scheitels, bestimmt, d.h. er ist der gemein- 
same Schnittpunkt der vier von S^, S^, 8g, S^, ausgehenden 
Parallelen zu den resp; Geraden ^^'K^, öa'Ko, Qs'K^, Qö'^ 
mit dem Radius des Berührungspunktes; und weil der aus 
ihm durch den Bildpunkt in Kq beschriebene Kreis als Bild- 
kreis eines gemeinsamen Punktes aller vier Kegel auch die 
Kreise Kj,E3,K3 berühren muss, so ist er der nach seinem 
ersten Entdecker Feuerbach benannte Kreis des Dreiecks 
und wir bezeichnen ihn, wie seinen Mittelpunkt, durch F 
und seinen Berührungspunkt mit K„ durch F^- Seine 
Berührungspunkte F^, F^', F^ mit den Kreisen K^, Kg, Kg 
werden erhalten, indem man die nämliche Construction mit 
denselben als resp, Diatanzkreisen ausführt; man erhält also 
för j^jJ^Jg, Jj^Ä^J^, Jj/ä-^s Hü«! Aj^A^A^ als die Ähnlichkeits- 
asen e^, b^, %, ßo und für Kj als Distanzkreis Q^ als den 
zu Kj centrisch - symmetrischen des Pols von s^\ Q^, Q^, Q^ 
als die Pole von Sj, s^, s^ in K^ selbst, etc. Weil alle zu 
demselben Mittelpunkte F führen müssen, so sind die Durch- 
messer der Qi mit den zugehörigen Distanzkreisen einander 
parallel — in der That immer die zu den bezüglichen Ähn- 
lichkeitsaxen , Bj normalen; etc. 

179. Die Kreise K; haben in den Paaren Kg K^, .., K^Kj, .. 
sechs Ähnliehkeitskreise K|,j, ,. K^^, , , (Art. 65) über 
den Durchmessern E^J^^, E^J^, Ej^J^, F^A^, E^Aj, EnA^ oder 
mit den Mittelpunkten 1, 2, 3, 1 2, 2 3, 1 3 (Fig. 92") respective ; 
dieselben gehören nach Art 78 viermal zu drei zu einem 
Büschel, nämlich resp. K^^jKt^jK^^j ^t'^os^'^s^'j '^Oit'^m'^aj 
K,g, Kgj, Kjg mit im Falle des spitzwinkligen Dreiecks reellen 
Grundpunkten, von denen aus die Kreise des bezügüehen 
Tripels unter gleichen Winkeln gesehen werden. Da diese 
vier Büschel in Paaren je einen Kreis gemeinsam haben, so 
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gehören sie alle zu demselben Netz, mid ihre Potenz- 
linien, aber auch die Potenzliulen aller Paare der einzelnen 
Kreise gehen durch das Cenirum desselben; da nun die Paare 
Ku^jKgj; K(,2, Kj3; K^, K^^ mit den Verbindungslinien der 
Seitenmitten M^M^, M^M^, M^M^ als Centralen zu ihren Po- 
tenzlinien die Höhen des Dreiecks JE^H^, E^H^,E^R^ haben, 
weil sie durch diese Pimktepaare gehen, so ist das Potenz- 
centrum aller der Höhenschnittpunkt Zf des Dreiecks, 
Man findet auch, dass die Potenzcentra der ursprünglichen 
Kreise in Tripeln S^ für K(„Ki,Ks,; etc., S^ für Ki,Ka,K3 
den Potenzlinien der gleichnamigen Büschel ahgeliören, näm- 
lich (Sg zu der des Büschels K^j, K|,g, K^^; etc., S,, zu der 
von Ki3, Ka3, K^, oder dass die Potenzlinien p^,..f^ jener 
Büschel die Strahlen J?Ss, .. ifS^ s"i'l- 

Aus der Construction ist evident, dass der Feuerbach' sehe 
Kreia durch die Mittelpunkte Mi der Seiten und durch die 
Fiisspunkte Hi der Höhen des Dreiecks geht; somit auch, dass 
der Höheuschnittpunkt H in Bezug auf den Mittelpunkt M 
des ihm umgeschriebenen Kreises M centrisch symmetrisch 
ist zum Mittelpunkte F des Feuerbach'schen Kreises und dass 
in ihrer Verbindungslinie der Schwerpunkt S im ersten Drittel 
zwischen P und M liegt; derselbe ist auch der innere Ahn- 
liehkeitspunkt, wie der Höhenschnittpunkt H der äussere der 
Kreise F und M, deren Radien im Verhältnias 1 : 2 zu einander 
stehen. Im Hinblick auf unsere Theorie der Kegelschnitte 
bemerkt man auch, dass der Fe u erb ach' sehe Kreis der Haupt- 
kreis eines Kegelschnittes ist, der die Seiten des Fundamental- 
dreiecks berührt und seinen Höhenschnittpunkt H und den 
umgeschriebenen Kreis M zu seinen Grundkreisen im Sinne 
des Art. 147 hat. 

Der Feuerbach'sche Kreis ist somit für die Dreiecke 
BE^E^, HE^E^, HE^E^ und für die Dreiecke S^S^S^, S^S^S^, 
S^S^S,, S^S^Ss, von denen jedes die fehlende Ecke £5, £,,£3 
respeetive das fehlende Potenzcentrum S^, S^, S^, S^ zu 
seinem Höhenschnittpunkte hat, der nämliche wie für das 
Originaldreieck, weil er auch durch ihre Höhenfussp unkte 
resp. Seitenmittelpunkte geht; die diesen Dreiecken eingesebrie- 
heneii Kreise werdeu von ihm sämmtlioh berührt. 
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Bestimmt man noch dieMitteIpunkt!!Mi2,M„3; Mj^jM^,; 
KjgiMya der sochs Durchdringuugsliyperbeln der Kegel 
über <len K,-, so findet man sie als Durch schnittspunlite der je- 
weiligen Ebene der Hyperbel mit den beiden gemeinsamen Tau- 
gentialebenen der sich durchdringenden Kegel, also auch in der 
Verbindungslinie ihrer Spitzen und zwar in der Mitte zwischen 
denselben; denn eine der A,symptoten der Durehdringungs- 
hyperbel zwischen Kj und K^ ist, als den Beriihrungsmantel- 
linien der gemeinsamen Tangentialebenen durch die Dreiecks- 
seite J^iE^ parallel, die Gerade, welche die Mitte dieser Seite 
zum Durchstosspunkte und ihren Berührungspunkt mit dem 
eingeschriebenen Kreise K^ zum Fluchtpunkte hat, oder ihre 
Orthogonalprojectiou auf die Tafel fällt in das auf EiE^ in 
ihrer Mitte M^ errichtete Perpendikel; die Länge dieses 
Perpendikels vom Fusspunkte bis zum Schnitt mit der Cen- 
trale Kj^Kä ist zugleich der Radius für den Bildkrois des 
fraglichen Hyperbelmittelpunktes, der um jenen Schnitt zu 
beschreiben ist; auch giebt der Schnitt desselben Perpendikels 
mit der Centrale K^E^ die Orthogonal projection des Mittel- 
punktesMijg oder M3(Fig.92)der Durchdringungshyperbel vonKu 
und Kg , und durch die Länge zwischen Schnitt und Fusspunkt 
denzugehörigenBildkreisradius. Die seehsHyperbelniittel- 
punkte sind also in den Halbirungspunkteu der sechs 
CentralenKdKjjK^Kj, etc. orthogonal progicirt, ihre Yer- 
bindungsiiuieu in den complementären Paaren sehneiden sieh 
im Mittelpunkte M des dem Dreieck E^JJI^E^ umgeschriebenen 
Kreises, und man sieht leicht, daas ihre Orthogonalprojectionen 
selbst die Bndpunkte der in denselben liegenden Durchmesser 
dieses Kreises sind; also auch, daas der umgeschriebene Kreis M 
des Dreiecks EjE^E^ zugleich der Feuerbaeh'sehe Kreis für 
die Tier Dreiecke aus dem Viereck der Centra K^, K^jKgjK, 
der eingeschriebenen Kreise ist Offenbar liegen auch die sechs 
Mittelpunkte der Dnrchdimgnugahj ptrbeln selbst in den -be- 
zeichneten Paaren symmetiisch zu dem durch den umgeschrie- 
benen Kreis des Dreiecks repidseutirten Punkte; ihre Bild- 
kreise haben zu vier eine auch deu Kreis M und zwar in 
einer Ecke E, berührende gemein'iame Tangente, nämlich die 
in Ej die Kreise Ma,M| , M Mj , etc Und die beiden letzte]!, 

Biodler, Cyklograpldi.-. 17 
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also hier M^s, Mi haben mit den Kreisen K^^g resp, K,,, K^ 
durch Aj resp. J^ gehende gemeinsame Tangenten, die zu 
jener parallel und äquidistant sind: „Die Mittelpunkts- 
kreiae gehören zu vieren zu den planarea Systemen 
(« = 45") mit den 'F a^Wlinitin ME^> ME^, ME^, wie ein- 
zeln zu den linearen Beihen der eingeschriebenen 
Kreise. Wir wollen aber ihre Lage nicht weiter discutiren 
und müssen uns überhaupt der grossen Menge der schon 
hiermit eröffneten und der noch hervorzuhebenden merk- 
würdigen Beziehungen gegenüber auf die wesentlichsten Er- 
gebnisse beschränken. 

-180. Wir wenden uns damit zuerst der Betrachtung der 
vier mal vier ApollonischenKreise zu, welche die vier Tripel 
der Kreise K; noch besitzen müssen, da für jedes derselben 
die Seiten des Dreiecks E^ E^ E^ und der Feuerbach' sehe 
Kreis F vier seiner acht gemeinsamen Berührungskreise re- 
pr'äsentiren. In jeder der vier Tetraden ist daher einer der 
Kreise zu ihm conjugirt, indesa die anderen jedesmal den Seiten 
des Dreiecks als zugehörigen Äpollonischen Kreisen conjugirt 
sind; das Potenzcentrum S,- der Gruppe ist das Ooliineations- 
centrum für die Paare der conjugirten Kreise und die zuge- 
hörige Ahnlichkeitsaxe ihre CoUineationsaxe, die Mittelpunkte 
der beiden Kreise des Paares liegen in dem Perpendikel, welches 
von jenem auf diese gefallt wird. Da für die Dreicksseiten 
als ApoUonische Kreise die bezüglichen Ähulichkeitsaxen mit 
ihnen selbst zusammenfallen und die Ahnlichkeitspunkte und 
OoUineationscentra eines Kreises mit einer Geraden die End- 
punkte seines zu dieser rechtwinkligen Durchmessers sind, 
so gehen die drei Apollonischen Kreise jeder Gruppe, welche 
zu den Seiten des Dreiecks E^E.^E^ conjugirt sind, durch 
das zugehörige Potenzcentrum S;, oder sie gehören zu einem 
konischen Netze von Kreisen, welches dies Potenz- 
centrum zum Mittelpunkte hat; die zugehörigen Centra 
liegen in den Perpendikeln von demselben auf die Seiten des 
Dreiecks und werden in diesen nach Art, 123 gefunden, in- 
dem man das Potenzcentram mit dem Pol der Ähnliehkeits- 
axe, d. i. ihrem Berührungspunkte in einem Kreise der Gruppe, 
verbindet und den Radius des zweiten Schnittpunktes bis 
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zum Schnitt mit dem Perpendikel vom Potenzcentrum iiuf 
die llmlichkeitsaxe verlängert; z. B. (Fig. 92, Tafel XVI) 
für E^E^ als Ähnlichkeitsaxe und jSj als Potenzcentrum, oiler 
in der Gruppe Kq, Kg, K^, indem man den Pol B^ von .E^E^ 
in K3 mit Si verbindet, den zweiten Schnittpunkt B^* in K^ 
markirt und seinen Radius K3.Bg* bis zum Schnitt mit dem 
Perpendikel von iS^ auf ^1^3 verlängert; der KadiuB K^jÖ^ 
giebfc den unendlich fernen Mittelpunkt der Seite ^lE^ als 
eines Apollonischen Kreises der Gruppe; der Radius K^B^* 
aber den Mittelpunld A^^ eines ÄpoUonisehen Kreises Aj^, 
der durch S^ geht und die Kreise K^, Kg ein schlies send, den 
Kreis K^ aber aussehliessend berührt, nach demselben Gegensatz 
wie es die Seite EjE^ des Dreiecks thut; ebenso für die beiden 
anderen Dreiecks selten als ÄhnlichkeitBasen. So werden die 
drei Kreise jeder Gruppe gefunden, welche durch das Potenz- 
centrum S;, derselben gehen; also für die Gruppe Sj der Kreis 
Aj, der die Kreise Kg, Kg, Kj) gleichartig berührt wie die Seite 
£gj?3, und die Kreise Aj3 und Ajg, welche respective den Kreis K^ 
oderKj ungleichartig berühren, wie die Seiten E^E^ und E^E^ 
auch; ebenso für yS^ die Kreise Aa,A2j,A33; für S^ die Kreise Ag, 
Ag^, Aga und endlieh für S^ die Kreise A^^, A^a, A^, von 
denen keiner gleichartige Berührungen mit den Kreisen des 
Tripels Kj, Kj, Kg hat, wie wiederum die Seiten des Dreiecks 
auch nicht. Diese vier konischen Netze mit den Mittelpunkten 
iSu, S^v Sg, S3 haben zu je dreien einen Kreis gemein, der den 
Rathiis des mngesehriebenen Kreises M zum Radius hat; wir 
werden den Mittelpunkten Wg, Wg, "Wj, W^ dieser Kreise 
nachher wieder begegnen. Fig. 92 enthält die Kreise der 
Gruppe 1 oder A^, Aj^, A^g und von denen der übrigen drei 
Gruppen die Mittelpunkte, so dass dieselben leicht einzu- 
zeichnen sind. Die Figur enthält aber auch die vier Äpol- 
lonischen Kreise, welche dem Feuerbach'schen Kreise 
conjugirt sind, und der Reihe nach den Gruppen von den 
Potenzcentren 8^, Sj, S^, Sg als Gollineationscentren angehören, 
so dass sie durch Aof, Au*, A^y, Agp bezeichnet sind. Da 
die ziigehörigen Ähnlichkeifcs- und Collineationa - Axen a,-, die 
nicht in die Dreieckseiten fallenden Aj^A.^Ä.^, A^J^Jg, J^A^^J^ 
und J^X^A.^, die Kreise ihrer Gnippen nicht berühren, so 
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giebt die Verbindungslinie des Pols (P^ in Fig. 92) von eiiiei- 
derselben mit dem zugehörigen Potenz eentrum [S^) zwei 
Schnittpunkte (JS, B*) mit dem benutzien Grundkreise (K), 
von denen der eine sein Beröhrungapunkt mit dem Feuer- 
bach'scheii Kreise, der andere aber der mit dem gesuchten 
eonjugirten Kreise (Aar) ist — - jenes macht offenbar die Be- 
notauiig des Pols entbehrlich; der Radius dieses letzten 
Punktes im Grundkreise liefert mit dem Perpendikel vom 
Potenzeentrum zur Äbnlichkeitaaxe den Mittelpunkt des eon- 
jugirten, und man erhält denselben also durch die Radien 
seiner drei Berührungspunkte mit den Grundkteisen der Gruppe 
in jenem Perpendikel. Damit sind von denOrthogonalprojee- 
sionen der Durchdringungshyperbeln der Kegel K; in Paaren 
die Brennpunkte und die Grundlireise im Sinne von Art. 144 
und damit die Scheitel, der gemeinsame Punki; F und über- 
dies je vier Punkte gefunden, nämlich für die Hyperbel aus 
Kg, Kj die Centra A^j,-, Agj?, Agi-, Asi; etc. und für die Hy- 
perbel aus Kg, K3 die Centra Aoj-', Aip, Aoi, Ai; etc. so dass 
die- Tripel K^, K^, K^; K^, Kg, K,,; K^, K,, K^; K^, K^, K3 
sich ausser in I" noch resp. in A3F, Aij,-, A^p, Aop schneiden. 
Ihre Äxenl'ängen sind mit einander so verbunden, dass die 
Summe von zweien einer dritten gleich ist; etc. 

Die vier Mittelpunkte der Kreise Aj^f, Aji-, Asf, Asy 
liegen mit dem Mittelpunkte dea umgeschriebenen Kreises M 
in einer Geraden, nämlich in der geraden Verbindungs- 
linie der Höhenschnittpunkte der vier Dreiecke J^ J^ J^, 
JiÄ^A^, A^J^Ä^, Aj^Ä^J^, -welche aus den Ähnlichkeitsaxen 
der Kreise Ki entstehen; (die Figur enthält die Höhen- 
schnitfcpunkte H^ von. J, Jg Jg und S^g von Jj A^ A^) ; der 
Mittelpunkt M ist zugleich die Mitte zwischen den Mitten 
der complementären Paare der A^, und der H-n: . Wir sagen, 
die Kreise Ajj- gehören mit dem Kreise M zu dem- 
selben planaren Netz, welches jene Linie der HiJhen- 
schnittp unkte zur Spur hat. 

181. Zu den vier Kreisen K^^, K;,K2,K3 gehören aber 
auch nach Art. 105 acht gleichwinklig schneidende 
Kreise "W;, von denen jede Dreiecksseite einen mit dem 
Schnittwinkel 0" und mit unendlich grossem ßadius reprä- 
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sentirfc, sodass der Feuerbach' sehe Kreis der vierte vom Schnitt- 
winkel 0" und mit endlichem Radius ist; man hat also die 
vier anderen gteiehvrinklig schneidenden Kreise zu suchen. Man 
erhält ihre Centra W,,, Wj , "Wj , Wj nach Art. 105 als Schnitt- 
punkte von je vier Perpendikeln aus den Potenzcentren S, auf die 
Ähnlichkeitsaxen der Tripel; nämlich Wj als Schnitt der Perpen- 
dikel von S„ auf EgEg, von 8^ a.af E^E^, von S^ auf JJg E^ , in denen 
sieb der Reihe nach die ÄpoUoniscben Centra A^, A^g, A^^ 
befinden, mit dem Perpendikel von S, auf A^^J^J^, welches 
auch die Mittelpunkte von P und von Aü,- enthält; sodaim 
Wj, als Schnitt der Perpendikel von S^ auf E^E^ mit A^, 
von Sj anf E-^E-^ mit A^^, von Sg auf E=^E^ mit Ajj und 
von S^ auf J^A^J^, weiches auch F und A-^f enthält; ferner 
Wg als Schnitt der Perpendikel von S^ auf E^E^ mit A^, 
von S, Bxd.E^Ei mit A^^, von S^ &\Ä E^E.^ mit A^^ und von 
S^ auf J^^J^A^, mit F und Agj,-; endlieh Wo als Schnitt der 
Perpendikel von S^ auf E^E^ mit A^, von S^ auf E^E-^ mit 
Ag, von Sg auf E^E.^ mit Ag und von S^, auf A^A^A^^ mit 
F und Aoj-, 

Diese Mittelpunkte W; sind daher zu den gleich- 
namigen Si centrisch symmetrisch in Bezug auf den 
Mittelpunkt F des Feuerbach'schen Kreises und zu- 
gleich äquidistant von den jeweiligen drei ungleich- 
namigen Si, sodass diese Distanz dem Radius des 
umgeschriebenen Kreises gleich ist (Art. 180). End- 
lich ist der Höhenschnittspunkt H des Originaldreiecks 
E^E^E^ der Ahnlichkoitspunkt der ähnlichen und ähnlich- 
liegenden Vierecke KoK^KaK^ und W,, "W^ W^ Wg aus den 
Centren der eingeschriebenen Kreise und den Centren der 
sie gleichwinklig schneidenden Kreise mit dem Ähnliehkeits- 
verhältniss 2:1; oder die letztgenannten sind die Halbirungs- 
punkte der Strecken vonS nach den erstgenannten; die Ge- 
raden WiWk sind die Senkrechthalbir enden zu den sechs 
Strecken SjSi und umgekehrt. Das Viereck der W; hat 
daher auch wie das Viereck der Si und wie das Vier- 
eck JEi^s-Egi/' den Feuerbach'schen Kreis des Dreiecks 
E^E^Eg zum Seitenmitten- und Höhenfusspunktkreise 
seiner Dreiecke, sodass auch ihre eingeschriebenen 
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Kreise ihn berühreii', sie sind centrisch symmetrisch zu 
cleueii der Ä; für den Mittelpunkt F. 

Die Radien dieser vier gleichwinklig schneidenden Kreise 
wenden durch ihre Beziehungen zu den Potenzkreiaen der K( 
in Paaren nach Art. 105 bestimmt, welche in der Figur nicht 
selbst eingezeichnet, sondern nur durch ihre Schnittpunkte 
in Paaren deiinirt sind — nämlich die Potenzkreise der Kreise 
K,, K3 durch einen ihrer Schnittpunkte 1 3, sodass der äussere 
von ihnen aus Ä^^ oder A^ und der innere aus E^ durch 1 3 
beschrieben wird, etc. Wir erbalten im Ganzen zwölf Potena- 
kreise, in Paaren aus den Ecken E^^, E^, E^ als doppelten 
Ahnhchkeitspunkten (Art. 178) und einzeln aus den Ähnlieh- 
keitapunkten^j, ^2, ^B, Jj, (TäitTj, die alle durch die Punkte 
1 2, 2 3, 13, 1, 2, 3 bestimmt und deren Relationen nach 
Äri 102 im Allgemeinen bekannt sind; die äusseren unter 
ihnen sind sämmtlich Potenzkehlkreise, die inneren sämmtlich 
Potenz scheitelkreise, sodass jene von den gleichwinklig schnei- 
denden mit positivem ßadiusqimdrat orthogonal, diese aber 
diametral geschnitten werden. Insbesondere bestimmt sich 
mit Benutzung nur der einfachen Ähnlichkeitspunkte und ihrer 
Potenzkreise der Kreis W^ dadurch, dasa er die Potenzkreise 
um J^ und J3 diametral, den um A^ orthogonal achneiden 
muss, und analog die Kreise W^, Wj, welche auch wie "Wi 
reell sind. Diese Kreise schneiden respective die Paare K^,, K, ; 
K,,, Kg; Ku^Kg mehr umschliessend und die eomplementären 
Paare mehr aiiaschliessend, Wj und W3 unter reellen und 
W3 unter imaginären gleichen Winkeln. Sie bestimmen ein 
Netz, dessen Axe mit der Axe des Kegels über K^ zu- 
sammenfällt. Der Kreis W, schneidet den Fe u erb ach' sehen 
Kreis nach Art. 128 in den Punkten der Alinlichkeitsase Sj, 
d. li. die Kreise W^, F, Aij,- gehören zu demselben Büschel 
mit der Potenzlinie s^ imd der Centrale S^W,; ebenso W^, 
P, Asf mit »2 und S^Wg; "Wg, F, Abj.^ mit a^ und S3W3 und 
endlich Wq, F, Aoj- mit 8^ imd ByW,,, jedoch dies letute 
unter Berücksichtigung des Folgenden. 

Der vierte um W,, zu beschreibende Kreis, welcher die 
vier Kreise K^, K[, K^, Kg gleichwinkhg und gleichartig 
schneiden muss, kann offenbar ebendeshalb nicht reell sein: 
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der ihn vertretende Sjmmetriekreis muss also, weilj der 
imaginäre Kreis "Wq als orthogonal zu den Potenzbreisen aus 
A^, A^, A^ 2u heschreihen wäre, die kürzesten Halhsehnen 
dieser drei Kreise durch seinen Mittelpunkt "Wp zu ßadien 
hahen. Wenn man diesen Synimetriekreis "W,) als solchen 
mit je ?,weien der Kreise "Wj, "W^, W^ comhinirt, so bestimmt 
jedes Tripel W«, W^, "W^; Wo, Ws, "Wj; Wq, W^, Wj ein 
Netz, das mit einem der Kegel K,-, nämlich resp. mit Kj, 
Kj, Kj coaxial ist; man construirt leicht die zugehörigen 
Potenzkreise unit findet, dass ihre Potenzlinien in Paaren die 
Verbindungslinien der W; mit den complementären Indiees 
sind; etc. etc. 

Wir haben nicht Raum, die Übertragung dieser Ergeb- 
nisse auf die Sphärik und ihre Erweiterung auf die be- 
rührenden Kugeln zu vier Ebenen zu erörtern (genauer 
auf die fünf derselben, deren eine die eingeschriebene Kugel 
heissen muss, während die vier anderen je eine der Flächen 
des Tetraeders der vier Ebenen innerlieh und die jeweiligen drei 
andern äusserlich berühren); es ist klar, dasa eine solche 
Erweiterung nach mehreren Richtungen stattfindet, zugleich 
auch, warum sie nicht eine vollständige Analogie bilden kann. 
Das Gegebene kann genügen; die einfache Ableitung 
der bekannten unter den Beziehungen unserer Figur und die 
Neuheit eines grossen Theiles derselben bilden hinreichende 
Belege für den Werth der Methode, die zu ihnen fahrte. 
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